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 1. Introducción 
1.1. Presentación 
 
La Mecánica del Daño Continuo es una herramienta atractiva para describir el 
deterioro progresivo de las propiedades mecánicas de los materiales que fue 
ampliamente desarrollada y aplicada a numerosas situaciones durante las últimas dos 
décadas. Desde la introducción del concepto de daño por Kachanov en 1958, los 
modelos que involucran la degradación elástica se han tornado cada día más populares, 
alcanzado actualmente niveles que permiten su aplicación a problemas prácticos de 
ingeniería. 
En esta monografía se intenta presentar un marco teórico general que permita 
analizar la gran cantidad de modelos de daño continuo existentes, no sólo desde el punto 
de vista de su formulación sino también teniendo en cuenta su capacidad para 
reproducir las evidencias experimentales correspondientes a un amplio rango de 
materiales y su implementación numérica en códigos de elementos finitos. La 
monografía se restringe al tratamiento del daño en pequeñas deformaciones y dentro del 
marco de la Mecánica de Medios Continuos. 
En el Capítulo 2 se presentan algunos aspectos fenomenológicos del daño, su 
interpretación física y matemática. En el Capítulo 3 se desarrollan las bases 
termodinámicas de los modelos de daño, junto a una posible clasificación de los 
mismos. A partir del Capítulo 4, se desarrollan distintos tipos de modelos de daño 
continuo de complejidad creciente, comenzando con los modelos de daño escalar en el 
Capítulo 4, siguiendo por los modelos de daño direccionado en el Capítulo 5, los 
modelos de daño unilateral en el Capítulo 6, los modelos de viscoso en el Capítulo 7, 
para terminar finalmente con los modelos de plasticidad y daño acoplados en el 
Capítulo 8. Todos estos capítulos comienzan con una presentación del fenómeno físico 
a describir y del marco teórico correspondiente y se acompañan con la descripción de 
modelos concretos, para los cuales se incluye, además, esquemas de los algoritmos para 
su implementación numérica en un código de elementos finitos.  
Esta monografía fue escrita con la idea de que sirva de texto de apoyo al desarrollo 
de la asignatura “Mecánica de Daño Continuo” del Programa de Doctorado en 
Ingeniería Civil de la Escuela de Caminos, Canales y Puertos de Barcelona. Deseo dejar 
constancia de mi agradecimiento al Prof. Carlos Agelet Saracibar, director de dicho 
programa de doctorado, quien gestionó una Ayuda para Movilidad de Profesores de 
Tercer Ciclo en los Programas de Doctorado, que me permitió dictar de esta asignatura, 
como así también al CIMNE por la colaboración brindada. No puedo dejar de reconocer 
mi agradecimiento al Prof. Sergio Oller quien motivó y alentó esta iniciativa desde sus 
comienzos. 
B. Luccioni 
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 2. Aspectos 
fenomenológicos 
2.1 Introducción 
 
En términos generales el daño de los materiales es el proceso físico progresivo por el 
cual se rompen los mismos. La mecánica del daño es el estudio, a través de variables 
mecánicas, de los mecanismos involucrados en el deterioro de los materiales cuando son 
sometidos a cargas. En la miscroescla esto es la acumulación de  microtensiones en la 
vecindad de defectos o interfaces y la rotura de ligaduras, que dañan ambos al material. 
En la mesoescala del volumen representativo esto se traduce en el crecimiento e 
interconexión de microfisuras y microporos que, en conjunto, inician una fisura. En la 
macroescala el daño está representado por el crecimiento de dicha fisura. Los dos 
primeros niveles pueden ser estudiados a través de variables de daño de la Mecánica de 
los Medios Continuos definidas a nivel de mesoescala. El tercer nivel se estudia 
normalmente utilizando la Mecánica de Fractura con variables definidas a nivel 
macroscópico. 
La Mecánica del Daño Continuo fue introducida por primera vez por Kachanov 
(1958) y alcanzó actualmente niveles que permiten su aplicación a problemas prácticos 
de ingeniería. En contraste con la Mecánica de Fractura, que considera el proceso de 
iniciación y crecimiento de microfisuras como un proceso discontinuo, la Mecánica del 
Daño Continuo utiliza variables continuas relacionadas con la densidad de estos 
defectos para describir el deterioro del material antes de la iniciación de macrofisuras. 
2.2 Naturaleza física del daño (Lemaitre 1996) 
2.2.1. Átomos, Elasticidad y Daño. 
Todos los materiales están constituidos por átomos que se encuentran unidos entre sí 
por ligaduras resultantes de la interacción de campos electromagnéticos. La elasticidad 
está directamente relacionada con el movimiento relativo de los átomos. El estudio 
físico de las propiedades de una red de átomos conduce a la teoría de la elasticidad. Pero 
una forma más fácil de escribir estas ecuaciones es hacerlo directamente en la 
mesoescalada a partir de la propiedad de reversibilidad de la deformación, que implica 
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una relación uno a uno y, eventualmente, incorporar las propiedades de linealidad e 
isotropía. 
Cuando se produce un despegue (rotura de ligaduras) comienza el proceso de daño. 
Por ejemplo, los metales están compuestos por cristales: arreglos regulares de átomos 
excepto en las líneas de dislocación donde hay átomos ausentes. Si se aplican tensiones 
tangenciales las dislocaciones se pueden mover por el desplazamiento de las ligaduras 
creando deformaciones plásticas por deslizamiento, sin rotura de ligaduras. 
Si la dislocación es detenida por un microdefecto o la concentración de 
microtensiones, se crea una zona de restricción en la que se pueden detener otras 
dislocaciones. Este proceso ya no puede ocurrir sin daño por rotura de ligaduras. Otros 
mecanismos de daño en metales son el despegue intergranular y la decohesión entre 
inclusiones y matriz. 
Los mecanismos de daño en otros tipos de materiales tienen orígenes distintos: 
• En polímeros el daño ocurre por rotura de ligaduras que existen entre largas 
cadenas de moléculas. 
• En compuestos el daño ocurre por despegue de fibras y matriz polimérica. 
• En cerámicos el daño es producido fundamentalmente por decohesión entre 
inclusiones y matriz. 
• En el hormigón, el mecanismo de daño temprano es también una decohesión 
entre agregados y cemento con una compleja influencia del agua. 
• En la madera el daño se produce en el punto débil que es la unión de las 
células de celulosa 
Todos estos mecanismos crean, a su vez, microdeformaciones plásticas.  
En todos los casos la elasticidad está fuertemente influenciada por el daño ya que el 
número de ligaduras atómicas, responsables de la elasticidad, decrece con el daño. Este 
acoplamiento, que ocurre a nivel de estado del material, definido aquí por la 
deformación elástica y el daño, es llamado acoplamiento de estado. 
2.2.2. Deslizamiento, plasticidad y deformaciones irreversibles. 
La mayoría de los materiales, en particular los geomateriales, presentan un 
comportamiento no lineal acompañado de deformaciones permanentes, cuando son 
sometidos a cargas mecánicas. En los geomateriales, las deformaciones permanentes 
son causadas por la microfisuración. El daño o degradación de rigidez está relacionado 
con la iniciación, crecimiento e interconexión de microfisuras y microporos. 
En los metales, la plasticidad está directamente relacionada con los deslizamientos 
que ocurren por movimiento de las dislocaciones. En ningún caso, esos movimientos 
inducen una deformación volumétrica apreciable. 
En otros materiales las deformaciones irreversibles pueden ocurrir por otros 
mecanismos: 
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• Reordenación de moléculas en polímeros. 
• Microfisuras en cerámicos donde la gran resistencia de la estructura no 
permite movimiento de las dislocaciones. 
• Movimiento a lo largo de superficies de decohesión en hormigón. 
• Rearreglo de las celdas en madera. 
En algunos casos, estos mecanismos pueden inducir cambios de volumen. 
En todos los casos, el daño influye en las deformaciones plásticas o irreversibles sólo 
porque el área elemental de resistencia decrece a medida que decrece el número de 
ligaduras. Pero el daño no influye directamente en el mecanismo de deslizamiento 
mismo, es decir, no existe acoplamiento de estado entre plasticidad y daño. 
2.2.3. Escalas de los fenómenos de deformación y daño. 
La Mecánica del Daño Continuo trabaja con cantidades definidas en puntos 
matemáticos. Desde el punto de vista físico estas cantidades representan promedios en 
un cierto volumen. El elemento representativo de volumen debe ser lo suficientemente 
pequeño para evitar el suavizado de altos gradientes pero suficientemente grande como 
para representar un promedio de los microprocesos. Para fines experimentales y análisis 
numérico es útil considerar los siguientes órdenes de magnitud para los elementos 
representativos de volumen que definen la escala de la mesomecánica: 
• Metales y cerámicos: (0.1 mm)3 
• Polímeros y la mayoría de los compuestos: (1 mm)3 
• Madera:  (10 mm)3 
• Hormigón:  (100 mm)3 
Otra propiedad importante a considerar es que el daño es siempre más localizado que 
la deformación.  
En resumen: 
• La microescala es la escala de los mecanismos utilizados para considerar 
deformaciones y daño 
• La mesoescala es la escala en la que se escriben las ecuaciones constitutivas 
para el análisis mecánico. 
• La macroescala es la escala de las estructuras de ingeniería. 
2.2.4. Diferentes manifestaciones del daño 
Aún cuando en la microescala el daño está gobernado por un solo mecanismo general 
de despegue, en la mesoescala se puede manifestar de varias formas dependiendo de la 
naturaleza del material, del tipo de carga y de la temperatura. 
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Daño frágil 
El daño se llama frágil cuando la fisura se inicia en la mesoescala sin una cantidad 
apreciable de deformación plástica. Esto significa que las fuerzas no son suficientes 
para producir deslizamientos pero son mayores que las fuerzas de despegue. El grado de 
localización es alto. Ver Figura 2.1. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 2.1 Daño frágil (Lemaitre 1996) 
Daño dúctil 
El daño se denomina dúctil cuando ocurre simultáneamente con deformaciones 
plásticas mayores que un cierto umbral. Resulta de la nucleación de cavidades debido a 
decohesiones entre inclusiones y matriz seguida de su crecimiento y coalescencia a 
través del fenómeno de inestabilidad plástica. Como consecuencia de ello, el grado de 
localización del daño dúctil es comparable a aquel de la deformación plástica. Ver 
Figura 2.2. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 2.2. Daño dúctil (Lemaitre 1996) 
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Daño por creep 
Cuando un material se carga a temperaturas elevadas, por ejemplo, por arriba de 1/3 
de la temperatura de fusión, las deformaciones plásticas involucran viscosidad, es decir  
que el material puede deformarse a tensiones constantes. Cuando la deformación es 
suficientemente grande aparecen decohesiones intergranulares que producen daño y un 
aumento de la velocidad de deformación a lo largo del período de creep terciario. Como 
en el caso del daño dúctil, los gradientes de daño por creep son similares  a los 
gradientes de deformación viscoplástica. Ver Figura 2.3. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 2.3 Daño por creep (Lemaitre 1996) 
Daño por fatiga de bajos ciclos  
Cuando un material es sometido a cargas cíclicas para valores altos de la tensión o de 
la deformación, después de un período de incubación que precede las fases de 
nucleación y propagación de microfisuras, se desarrolla daño junto con la deformación 
plástica. El grado de localización es mayor que para el caso de daño dúctil. Debido a los 
altos valores de tensión, la fatiga de bajos ciclos está caracterizada por valores bajos del 
número de ciclos de ruptura. 
Si el material se carga en deformación, el daño induce una caída en la amplitud de la 
tensión para dos ciclos de deformación correspondientes a un ciclo estabilizado y un 
ciclo cercano a la ruptura. 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 2.4. Fatiga de bajos ciclos (Lemaitre 1996). 
Para los metales el daño puede ser intergranular o microfisuración transgranular 
siguiendo detención de bandas de deslizamiento. Ver Figura 2.4. 
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Fatiga de altos ciclos 
Cuando se carga un material con valores bajos de tensión, las deformaciones 
plásticas en la mesoescala permanecen pequeñas y son prácicamente despreciables. 
Pueden ser altas en la microescala donde la microfisuración transgranular ocurre sólo en 
algunos planos, más frecuentemente en la superficie del espécimen, por el mecanismo 
de intrusión-extrusión. El número de ciclos para producir la falla puede ser muy alto 
(Mayor de 100000) 
Como consecuencia, la localización del daño es mayor y la caída de tensión en la 
mesoescala para un ensayo de deformaciones cíclicas ocurre mucho después que en el 
caso de fatiga de bajos ciclos. Ver Figura 2.5. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 2.5. Fatiga de latos ciclos (Lemaitre 1996). 
Debe notarse que en el caso del daño frágil o daño por fatiga de altos ciclos, la curva 
tensión-deformación obtenida de un ensayo de tracción o compresión en la mesoescala 
no representa generalmente el comportamiento real de deformaciones y daño porque la 
localización espacial induce microplastificaciones y zonas de daño mucho más chicas 
que tales especimenes. Sin embargo, se los usa porque es difícil de hacer ensayos 
mecánicos en la microescala. Lo que hay que tener en cuenta es que en esos casos los 
resultados son promedios de cantidades no uniformes en el mesovolumen. 
2.2.5. Otras características de daño 
Anisotropía 
Se admite actualmente, que los defectos que causan la degradación del material, 
pueden estar orientados por la microestructura (anisotropía inicial), o por la carga 
(anisotropía inducida por el daño). En la mayoría de los casos, los defectos que se 
generan en ese proceso de daño están orientados respecto a la historia de tensiones 
aplicada y traen como consecuencia un deterioro progresivo de la rigidez elástica del 
material con ciertas direcciones preferentes. El material, inicialmente isótropo, se torna 
gradualmente anisótropo. Este fenómeno es lo que se conoce como anisotropía inducida 
por el daño, daño direccionado o simplemente daño anisótropo. 
Unilateralidad 
Si bien el proceso de daño es irreversible, éste puede estar activo o no, dependiendo 
de las condiciones de carga. En muchos materiales, la reducción de la rigidez en 
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tracción es debida al desarrollo de microfisuras y se ha confirmado experimentalmente 
que la reversión de la carga puede cerrar dichas fisuras, con la consiguiente 
recuperación de rigidez. Este efecto se describe a través de la desaparición del daño al 
pasar de tracción a compresión y se denomina normalmente daño activo/pasivo o efecto 
unilateral del daño. 
2.3 Interpretación mecánica del daño 
2.3.1.  Variable de daño unidimensional (Kachanov 1958) 
De la sección anterior, el daño se puede interpretar en la microescala como la 
creación de microsuperficies de discontinuidades: rotura de ligaduras atómicas y 
agrandamiento plástico de microcavidades. En la mesoescala, el número de ligaduras 
rotas o la distribución de microcavidades pueden ser aproximados en cualquier plano 
por el área de las intersecciones de todos los defectos con ese plano. Para trabajar con 
medidas adimensionales dicha área puede ser escalada a la medida del elemento 
representativo de volumen. Esta medida es fundamental en la definición de una variable 
continua en el sentido de la mecánica del continuo. En un punto debe ser representativa 
sobre la mesoescala del elemento de volumen del efecto de los microdefectos en la falla. 
Considérese un elemento representativo de volumen de un cuerpo dañado en un 
punto M sobre un plano de normal n, ubicado en la abscisa x a lo largo de la dirección 
n. 
Supóngase que Sδ  es el área de la intersección del plano con el elemento 
representativo de volumen y DxSδ el área efectiva de la intersección de todas las 
microfisuras o microcavidades que caen en Sδ . Ver Figura 2.6. 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 2.6. Interpretación del daño 
 
El valor del daño en el punto M en la dirección n y en la abscisa x estaría dado por: 
S
SxMD Dxδ
δ=),,( n  (2.1)
SδSδ
DxSδ
xM 
n 
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Para definir una variable continua sobre el volumen representativo que describa el 
deterioro hasta la falla en dos partes, se debe mirar todos los planos que varían con x y 
considerar el que está más dañado: 
[ ]
S
SxMDMaxMD D
x δ
δ== ),,(),( nn  (2.2) 
De esta definición surge que el valor de la variable escalar D está acotado entre 0 y 1: 
10 ≤≤ D  
D=0 Para el material no dañado 
D=1 Para el material totalmente dañado (elemento representativo de volumen 
separado en dos partes) 
De hecho, generalmente la falla ocurre para 1<= cDD  por un proceso de 
inestabilidad o por decohesión atómica. De manera que se puede definir un criterio para 
la iniciación de la fractura como cDD = . 
Si se considera un caso unidimensional de daño homogéneo se llega a la definición 
más simple del daño como densidad superficial de microdefectos (Ver Figura 2.7): 
S
SD D=  (2.3) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 2.7. Daño en un elemento unidimensional 
2.3.2. Concepto de tensión efectiva  
Si el volumen de la Figura 2.7 es cargado con una fuerza F=nF , la tensión se define 
normalmente como: 
S
F=σ
 
(2.4) 
y es lo que se denomina tensión nominal 
Si todos los defectos están abiertos de tal manera que no hay fuerzas actuando en la 
superficie de las microfisuras o microcavidades representadas por DS , se puede definir 
n 
F
F
S
SD
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lo que se denomina tensión efectiva referida a la superficie que realmente resiste la 
tensión DSS − : 
DSS
F
−=σ  (2.5)
Si se introduce la variable de daño 
S
SD D= , la ecuación (2.5) se puede escribir 
como: 
( ) DDS F
S
S
S
F
D −
=−=



 −
=
11
1
σσ  
(2.6)
Esta definición da la tensión efectiva en el material traccionado. En compresión, si 
algunos de los defectos se cierran, aunque el daño permanece inalterado, la superficie 
que efectivamente resiste la carga es mayor que DSS − . En particular, si todos los 
defectos están completamente cerrados la tensión efectiva es igual a la tensión nominal. 
Sólo la micromecánica puede dar un significado preciso a este concepto de tensión 
efectiva que será tenido en cuenta globalmente en la mesoescala a través de la 
identificación de la variable de daño por medio de su acoplamiento con la elasticidad o 
plasticidad. 
2.3.3. Ejemplo de derivación micromecánica del daño (Lemaitre 1996) 
Considérese un elemento de mesovolumen tridimensional que contiene una fisura  
circular cargada en modo I por una fuerza F perpendicular al plano de la fisura, como el 
de la Figura 2.8. 
El daño total definido por la teoría de daño continuo es el daño en el plano de la 
fisura: 
S
S
D Dδ
δ=  (2.7)
Esto es:  
k
l
aD 2
2π=  (2.8)
Donde k es un factor de corrección debido a la concentración de tensiones en la 
vecindad de la cabeza de la fisura, para definir el área dañada efectiva. 
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Figura 2.8. Fisura en un elemento de meso-volumen 
 
• Velocidad de liberación de energía de deformación G 
ada
dR
R
F
A
WG a
aconstF π22
1
2
1
2
2
−=∂
∂−=
=
 (2.9) 
W: Energía de deformación  
A: área de la fisura  
aR : Rigidez del mesoelemento dañado 
 
 
 
• Factor de intensidad de tensiones de una fisura circular en un cuerpo infinito 
cargado en modo I :K. 
a
l
FaK πππσπ 2
22 == ∞  (2.10) 
Para el caso de deformación plana generalizada: 
( )22 1 ν−=
E
KG  (2.11) 
ν : Coeficiente de Poisson 
daa
ER
dRl
a
a 2
2
2
4 1
16
ν−=−  (2.12) 
Esta expresión puede ser integrada desde oa RRa =→= 0  al estado actual: 
1
4
32
3
)1(161
−



 −+=
El
a
R
R
o
a
ν  (2.13) 
 
Para la <<  
l 
l 
l
2a
F
u
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


 −−= ooa R
El
aRR 4
32
3
)1(161 ν  (2.14)
Esto da la siguiente expresión para D: 
l
a
l
a
l
a
R
R
D
k
o
a
43421 π
νπν
3
)1(16
3
)1(16
1
2
2
2
3
32 −=−=−=  (2.15)
De donde: 
l
a
l
ak 55.1
3
)1(16 2 ≈−= π
ν  (2.16)
De donde surge que, para este caso particular y para 1/ <<la , el valor del daño es 
siempre menor que la densidad de fisuras. 
2.3.4. Otra forma basada en el concepto de tensión efectiva 
Una forma de evitar el análisis micromecánico para cada tipo de defectos y cada tipo 
de mecanismo de daño es plantear el principio en la mesoescala. 
En la termodinámica, el método del estado local supone que el estado termodinámico 
en un punto está completamente definido por los valores en el tiempo de un conjunto de 
variables de estado continuas dependientes del punto considerado. Este postulado, 
aplicado en la microescala, impone que las ecuaciones constitutivas para la deformación 
de un elemento de microvolumen no son modificadas por el microvolumen adyacente 
que contiene una microfisura. Extrapolando esto a la mesoescala, esto significa que las 
ecuaciones constitutivas de deformación escritas en la superficie DSS δδ −  no son 
modificadas por el daño o que las tensiones reales en el material son las tensiones 
efectivas. Resulta entonces el siguiente principio: 
“Cualquier ecuación constitutiva para un material dañado puede ser deducida en la 
misma forma que para el material virgen salvo que en la tensión nominal debe ser 
reemplazada por la tensión efectiva”. 
Material no dañado  Material dañado 
0=D   10 << D  
,...)(σε F=   ,...)
1
(
D
F −=
σε  
 
 La misma derivación 
Este postulado conduce al principio de la deformación equivalente que es un 
principio porque sólo ha sido demostrado para algunos casos particulares a través de 
técnicas de homogeneización. Se aplica tanto a elasticidad como a plasticidad. 
Ejemplo: Elasticidad 
Este es un acoplamiento de estado directo a través del concepto de tensión efectiva: 
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Material no dañado  Material dañado 
0=D   10 << D  
o
e E
σε =   
)1( DEo
e −=
σε  
El módulo de elasticidad del material dañado se define como: 
)1( DEE oe −== ε
σ  (2.17) 
2.4 Medición del daño (Lemaitre 1996) 
2.4.1. Medición directa 
En base a la definición del daño como S
S
D Dδ
δ=
, la medición directa del daño 
consiste en la evaluación del área total de fisuras DSδ  que cae en una superficie Sδ  en 
la mesoescala. Suponiendo el factor de corrección k=1, esto puede hacerse observando 
microfotografías. Pero se trata de un método destructivo y bastante complejo. 
2.4.2. Variación del Módulo de Elasticidad 
Esta es una medida indirecta basada en la influencia del daño en la elasticidad a 
través del acoplamiento de estado: 
)1( DEo
e −=
σε  (2.18) 
Se trata de un método destructivo que requiere el maquinado de especimenes para 
realizar ensayos mecánicos. Supone distribución homogénea del daño en la sección de 
medición.  
Si )1( DEE o −=  se considera como el módulo de elasticidad efectivo del material 
dañado, los valores de daño pueden ser derivados de las mediciones de E si se supone 
conocido oE : 
oE
ED −=1  (2.19) 
Este método es muy útil pero requiere una medición muy precisa de las 
deformaciones. En general se utilizan extensómetros y E se mide durante la descarga. 
Ver Figura 2.9. 
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Figura 2.9 Medición del daño dúctil 
 
Esta técnica puede utilizarse para medir distintos tipos de daño mientras el daño esté 
uniformemente distribuido en el volumen en el cual se mide la deformación lo cual 
constituye la mayor limitación del método. Si el daño está demasiado localizado como 
en el caso de fatiga de altos ciclos se debe utilizar otro método. 
Se deben tomar además otras precauciones relacionadas con la no linealidad de las 
ramas de descarga. Al comienzo y al final de las mismas aparecen ciertas no 
linealidades debidas a efectos viscosos y de endurecimiento e incluso debido a los 
dispositivos experimentales. Es preferible ignorarlas y medir E  en el rango intermedio.  
Para el caso de fatiga dúctil de bajos ciclos en metales, el procedimiento puede ser 
ligeramente perturbado por un decrecimiento temprano de E para niveles bajos de 
deformación o durante los primeros ciclos. Esto es debido a la microplasticidad 
relacionada con movimientos reversibles de las dislocaciones y al desarrollo de texturas 
pero no al daño. Este fenómeno se satura rápidamente por lo que se puede considerar 
que hasta que no se alcanza el umbral de daño, D vale 0. 
En el caso de polímeros o compuestos, para evitar efectos viscosos o 
viscoelasticidad, la velocidad de deformación durante la descarga debe ser la misma 
para la medición de E y de oE . 
En el caso del hormigón es necesario chequear que exista una distribución uniforme 
de fisuras, ya que el método no es válido si se desarrolla una sola fisura grande. 
2.4.3. Propagación de ondas de ultrasonido 
Otra técnica para evaluar el daño está basada en la variación del módulo de 
elasticidad y consiste en la medición de la velocidad de propagación de ondas de 
ultrasonido.  
Para frecuencias mayores de 200 kHz, la velocidad de propagación longitudinales Lv  
y transversal Tv  en un medio isótropo cilíndrico están dadas por: 
D 
σ  
Pε Pε
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( )( )νν νρ 211 12 −+ −= EvL       ( )νρ += 12 12 EvT  (2.20) 
Donde E es el módulo de elasticidad, ρ  es la densidad y ν  es el coeficiente de 
Poisson. 
El daño se puede calcular entonces como: 
2
2
11
oL
L
oo v
v
E
ED ρ
ρ−=−=  (2.21) 
Si el daño consiste fundamentalmente en microfisuras o si considera una pequeña 
cavitación 1≈oρρ  y  
2
2
1
oL
L
v
v
D −≈  (2.22) 
Este método es destructivo ya que para medir la velocidad Lv  o el tiempo que una 
onda tarda en atravesar cierto espesor, se necesita limitar el espesor mediante dos 
superficies. Si la distribución espacial del daño no es uniforme, el espesor debe ser de 
un orden de magnitud coherente con el elemento representativo de volumen y, por lo 
tanto, requiere que el cuerpo a analizar sea cortado en partes. 
Actualmente las limitaciones de este método están relacionadas con el tamaño a ser 
analizado que, en el caso de metales, es demasiado pequeño en relación al tamaño de los 
transductores de ultrasonido y la precisión en la medida del tiempo. 
El método puede ser mejorado para trabajar in situ sin realizar ninguna destrucción, 
trabajando con ondas superficiales de Rayleigh y atenuación de la señal de ultrasonido. 
2.4.4. Variación del microendurecimiento.  
Este método está basado en la influencia que tiene el daño en el criterio de fluencia  a 
través del acoplamiento cinético.  
Supóngase que el estado unidimensional equivalente se escribe como: 
0
1
=−−−− yRXD σ
σ  (2.23) 
El ensayo consiste en insertar en el material una indentación de diamante con dureza 
conocida, definida por la tensión media. 
SFH /== σ  (2.24) 
Se elige la carga de manera de tener un área indentada proyectada S del mismo orden 
de magnitud que el elemento representativo de volumen. 
Análisis teóricos y muchos resultados experimentales prueban la existencia de una 
relación lineal entre H y el umbral de fluencia sσ . 
skH σ′=  (2.25) 
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sσ  es el umbral actual de fluencia: ( )( )DXRys −++= 1σσ  (2.26)
Entonces ( )( )DXRkH y −++′= 1σ  (2.27)
De hecho, este ensayo aumenta el endurecimiento del material en una cantidad que 
corresponde a una deformación plástica Hpε  del orden de 5% a 8%. H está siempre 
referido a Hpp εε + donde pε  es la deformación plástica actual. 
( )XRkH y ++′= σ*  sería el microendurecimiento del material que existiría sin 
ningún daño para Hpp εε + . Entonces: 
*
1
H
HD −=  (2.28)
H se mide y *H  debe ser evaluado como se describe a continuación. 
Para fatiga de altos ciclos el daño ocurre cuando las tensiones permanencen debajo 
de la tensión de fluencia, entonces 0=pε  y  
( ) ( )HpsHp kH εσε ′=*  (2.29)
*H  debe ser medido en una parte no dañada del material. 
Para fatiga de bajos ciclos se puede considerar que el endurecimiento está saturado, 
de manera que ∞= RR  y ∞= XX . ( ) ( ) cteXRkH yHpp =++′=+ ∞∞σεε*  (2.30)
*H  se obtiene de la parte totalmente endurecida pero no dañada del material. 
Para el caso de daño dúctil el daño y el endurecimiento ocurren simultáneamente y 
*H  debe ser obtenido mediante algún procedimiento de extrapolación. 
2.4.5. Variación de la densidad 
En el caso de daño dúctil puro, los defectos son cavidades que pueden suponerse 
aproximadamente esféricas: esto significa que el volumen aumenta con el daño. La 
correspondiente disminución de la densidad se puede medir con aparatos basados en el 
principio de Arquímides. 
Si se considera una cavidad esférica de radio r en un volumen representativo esférico 
de radio R y masa m: 
3
3
4 R
m
o
π
ρ =        ( )33
3
4 rR
m
+
=
π
ρ  
(2.31)
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( )
3232
33
3
3233
2
1 


 −=



+=+
==
o
D
rR
r
rR
r
S
S
D ρ
ρ
π
π
δ
δ  (2.32) 
2.4.6. Variación de la resistencia eléctrica 
La intensidad de corriente eléctrica efectiva se puede definir como: 
D
ii −= 1  (2.33) 
Si se considera la misma intensidad de corriente para el elemento dañado y no 
dañado se puede obtener aproximadamente el daño como: 
V
V
D o−≈1  (2.34) 
lo cual se conoce como método de la caída de potencial 
 
2.4.7. Variación de la respuesta plástica cíclica 
Se puede utilizar la influencia del daño en la plasticidad para medir el daño por fatiga 
de bajos ciclos. La ley unidimensional de plasticidad en la estabilización puede ser 
escrita como una relación de potencias entre la amplitud de tensión σ∆  y la amplitud de 
deformación plástica pε∆ . 
M
p
p K 




= σ∆ε∆  (2.35) 
para un material no dañado y 
( )
M
p
p DK 





−= 1
σ∆ε∆  (2.36) 
Para un material dañado. 
Si se considera un ensayo con amplitud de deformación plástica constante, 
*σ∆ es la 
amplitud de tensión en la estabilización, al final del ablandamiento cíclico o el período 
de endurecimiento y antes del comienzo del proceso de daño. 
( )
M
p
M
p
p DKK 





−=




=
1
* σ∆σ∆ε∆  (2.37) 
De donde : 
*
1 σ∆
σ∆−=D  (2.38) 
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2.4.8. Fluencia lenta terciaria 
El creep terciario ocurre en metales cargados a temperaturas por sobre 1/3 de la 
temperatura de fusión. Para identificar el creep terciario durante un ensayo de creep es 
conveniente utilizar el principio de equivalencia de deformación aplicado, en este caso a 
la ley de Norton para creep secundario: 
N
v
p K 


= σε *&  (2.39)
Donde Kv y N son propiedades del material dependientes de la temperatura 
Suponiendo que el daño comienza al final del proceso de creep secundario, durante 
el creep terciario se puede escribir 
N
v
p KD 



−= )1(
σε&  (2.40)
De donde se deriva: 
N
p
pD
1*
1 



−= ε
ε
&
&
 (2.41)
Este es un método que da buenos resultados, concordantes con aquellos obtenidos de 
la medición de la variación del módulo de elasticidad. 
2.4.9.  Medición del daño en materiales compuestos 
Aunque en la bibliografía se puede encontrar abundancia en el desarrollo de nuevas 
tecnologías de materiales compuestos, hay deficiencia en lo que hace a un análisis 
consistente de los mecanismos de daño y la evolución del daño en materiales 
compuestos. 
Se han propuesto muchas teorías con investigación experimental muy limitada. Esta 
investigación está fundamentalmente restringida al daño como resultado de la fractura o 
fatiga. Estas investigaciones no presentan a la evolución del daño como una función del 
daño físico medido a lo largo de la historia de carga. Existen algunos trabajos más 
recientes que proveen un examen y explicación de la evolución microestructural del 
daño. Sin embargo, este trabajo no ha sido extendido hasta una teoría constitutiva para 
la cuantificación y evolución del daño físico. Recientemente se han introducido nuevos 
procedimientos experimentales para cuantificar el daño debido a microfisuras y 
microvacíos a través de tomografías de difracción de rayos X. Sin embrago, deben ser 
todavía refinados para diferenciar entre diferentes tipos de daño como vacíos y fisuras 
(radiales, despegue, etc.). Se necesitan desarrollar ensayos adicionales para cuantificar 
los parámetros de daño y para evaluar las teorías de daño propuestas. 
Todos los métodos descriptos en los puntos anteriores están basados en un enfoque 
continuo en los que el daño. 
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3. Fundamentos de los 
modelos de daño 
3.1. Introducción 
 
La Mecánica del Daño Continuo es una herramienta atractiva para describir el 
deterioro progresivo de las propiedades mecánicas de los materiales que fue 
ampliamente desarrollada y aplicada a numerosas situaciones durante las últimas dos 
décadas. Desde la introducción del concepto de daño por Kachanov en 1958 (Kachanov, 
1958), los modelos que involucran la degradación elástica se han tornado cada día más 
populares. En la actualidad, se los utiliza para describir el comportamiento constitutivo 
de materiales "frágiles" como el hormigón, cerámicos, rocas, etc. 
Un caso interesante de aplicación es el relacionado con materiales cuyas propiedades 
elásticas evolucionan con el daño. Esta es una situación típica para el hormigón y para 
muchos materiales compuestos frágiles. Como primera aproximación, se puede 
considerar que el comportamiento no lineal de estos materiales y sus cambios internos 
pueden asociarse con el proceso de daño. El modelo debe tener en cuenta tres aspectos 
muy importantes que aparecen en la mayoría de estos materiales: 
• La anisotropía inicial. 
• La naturaleza direccionada del daño, aún en materiales inicialmente 
isótropos. 
• El carácter unilateral del daño que está relacionado con el hecho de que el 
daño, si bien es irreversible, puede estar activo o inactivo dependiendo de las 
condiciones de carga. 
En particular para los materiales compuestos, especialmente los compuestos 
laminares, el daño es de naturaleza sumamente compleja. Se presentan mecanismos de 
daño progresivo y daño frágil. No hay uno, sino varios mecanismos de daño. Son 
altamente anisótropos y desarrollan un comportamiento fuertemente unilateral, que 
depende del estado de las fisuras, es decir, si están abiertas o cerradas. 
La primera y probablemente la mayor dificultad que se presenta en estos casos, es 
derivar, a una determinada escala, un modelo de daño apropiado, esto es, un modelo de 
daño compatible con toda la información proveniente de la micro, meso y macroescala. 
Con el objetivo de lograr una simulación más precisa del comportamiento de los 
materiales, ante los diferentes estados de carga que sufrirán durante su vida útil, los 
especialistas se han visto obligados a desarrollar modelos matemáticos de elevada 
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complejidad, cuya implementación exige, en algunos casos, un gran esfuerzo y costo 
computacional. En otros casos, los modelos fallan porque no cumplen con las leyes de 
la termodinámica. 
La variedad de propuestas es turbadora porque: 
• La relación entre los distintos modelos es difícil de establecer, salvo en el 
caso particular de daño isótropo. 
• Es difícil comparar la anisotropía inducida por daño que predicen los modelos 
con resultados experimentales, y elegir, en consecuencia, la variable de daño 
más adecuada para caracterizar la anisotropía inducida por el daño. 
• Cuanto más fenómenos se pretenden describir con un modelo 
fenomenológico, mayor es la cantidad de parámetros que requieren los 
modelos y que deben determinarse experimentalmente. Una caracterización 
completa de la anisotropía inducida por daño del material requiere facilidades 
experimentales para realizar ensayos tridimensionales y medios de análisis 
que están, hasta donde se conoce, sólo en proceso de desarrollo.  
A partir de los trabajos propuestos por Kachanov en el año 1958 (Kachanov, 
1958),las investigaciones en esta área se han expandido ampliamente (Murakami and 
Ohno, 1980), (Simo and Ju, 1987 a), (Chaboche, 1995), (Cordebois et al, 1979), (Ju, 
1989), (Krajcinovic and Fonseka, 1981), (La Borderie et al, 1990) y ya existen 
numerosas aplicaciones en el campo de la ingeniería práctica, en especial, en el campo 
de los materiales compuestos (Chaboche et al, 1995), (Voyiadjis et al 2000) y 
geomateriales (Mazars and Pijaudier-Cabot, 1989), etc 
Se han desarrollado además muchos modelos que tienen en cuenta, los efectos de 
apertura/cerrado de fisuras (Cordebois et al, 1979), (Krajcinovic et al, 1981), (Ortiz, 
1985), (Mazars, 1985), (Simo and Ju, 1987a), (Mazars and Pijaudier Cabot, 1989), (Ju, 
1989), (La Borderie et al, 1990), (Chaboche, 1992, 1993, 1995). 
3.2. Clasificación de los modelos de daño 
 
Se presentan en este punto, algunas de las posibles clasificaciones de la gran cantidad 
de modelos de daño existentes dentro de la Mecánica de Daño Continuo de acuerdo a 
diferentes criterios. 
3.2.1. Escala 
Como se vio en algunos ejemplos simples, las ecuaciones constitutivas del material 
dañado pueden formularse utilizando enfoques micromecánicos y/o fenomenológicos.  
La micromecánica consiste en derivar el comportamiento del material en la 
mesoescala a partir del estudio de mecanismos específicos en la microescala. Los 
mecanismos deben estar bien definidos de observaciones físicas y geometría y 
cinemática precisas. Su modelado mecánico se realiza con ecuaciones constitutivas 
elementales para la deformación, crecimiento de fisuras y fractura conocidas en la meso 
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o en la macroescala. El interés actualmente está centrado en la interacción entre los 
diferentes mecanismos de daño y en la técnica de homogeneización utilizada como 
puente entre la micro y la mesoescala. 
El proceso de modelado micromecánico lleva a una correspondencia uno a uno entre 
un campo discontinuo en una microescala inhomogénea y un campo efectivo continuo 
en una mesoescala homogénea. La homogeneización (promedio) del campo de defectos 
microestructural dentro de un volumen representativo para pasar a un mesocampo del 
continuo efectivo corresponde a una modelación micromecánica (Sumarac and 
Krajcinovic 1987), (Yang et al, 1999). A pesar de la claridad y buena identificación con 
el fenómeno físico, puede llegar a ser impracticable o imposible la identificación de la 
distribución estocástica de defectos dentro del volumen representativo, especialmente 
durante la aparición y el crecimiento de fisuras. Lamentablemente, este tipo de 
formulación micromecánica conduce, en general, a ecuaciones demasiado complicadas 
para usos de rutina y aproximación numérica de la solución de problemas de ingeniería. 
En contraste con los modelos micromecánicos, los modelos fenomenológicos, no 
consideran los microdetalles del material sino que modelan el daño indirectamente, 
introduciendo variables internas. Se basan en desarrollar un marco que asegure la 
invarianza y el cumplimiento de las leyes de la termodinámica. Este tipo de enfoque 
requiere resultados de ensayos tridimensionales con distintos caminos de carga para 
obtener los parámetros correspondientes. A pesar de la investigación desarrollada en las 
últimas tres décadas con relación a los modelos de daño, hay temas todavía abiertos. La 
mayoría de los modelos fenomenológicos de daño se obtienen a partir de la 
termodinámica de los procesos irreversibles (Chaboche, 1992,1993, 1995), (Voyiadjis 
and Deliktas, 2000), (Lemaitre et al, 2000). Pero es necesario definir primero las 
variables internas del problema y, además, la termodinámica no es suficiente, en 
general, para definir la evolución de dichas variables. 
3.2.2. Modelos locales y no locales 
Los materiales, cuando son sometidos a cargas, exhiben defectos que, en muchos 
casos, conducen a la formación de distribuciones específicas de flujo plástico, daño y 
fractura. Observaciones experimentales indican que los mecanismos de falla de 
materiales heterogéneos pueden ocurrir en zonas localizadas de daño y plasticidad 
donde se produce una fuerte interacción y coalescencia entre fisuras que da lugar a una 
fuerte disminución de rigidez y caída de la capacidad portante del material. Debido a la 
localización del daño, la longitud de la escala de distribución del daño disminuye. Como 
el daño se localiza sobre una región muy estrecha del continuo, la longitud característica 
que gobierna las variaciones del daño es muy inferior a la escala en la que las variables 
de deformación y tensión pueden ser consideradas como cantidades que permiten 
describir la respuesta del continuo. Esto lleva al caso donde la longitud de onda de la 
distribución del daño es predicha como mucho menor que el tamaño de las 
heterogeneidades del material. Este problema no puede ser resuelto dentro del contexto 
los enfoques locales clásicos donde se define que la longitud característica del problema 
físico considerado es mucho mayor que la del material. 
La deficiencia de la mecánica del continuo clásica para capturar estos efectos de 
escala, debido a la localización, lleva a la propuesta de otras estrategias alternativas de 
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solución del problema como el continuo micro-polar, el continuo de Cosserat y 
enfoques no locales.  
Físicamente la introducción de términos no locales puede ser interpretada como una 
manera de tener en cuenta la subestructura heterogéneea del material que lleva a 
mecanismos de largo rango característicos del material como el movimiento por 
dislocación en plasticidad o interacción entre microfisuras en materiales del tipo de 
hormigón. Los continuos clásicos son incapaces de describir esta interacción a nivel de 
punto material. 
En el caso de los enfoques no locales, el procedimiento normalmente consiste en 
introducir términos no locales, ya sea mediante una ecuación integral o mediante una 
ecuación en gradientes. La integración de los modelos no locales basados en integración 
conduce a ecuaciones que no son fácilmente linealizables lo que los hace 
computacionalmente ineficientes. Los modelos no locales basados en gradientes 
representan una alternativa a los métodos integrales. En estos métodos las ecuaciones de 
elementos finitos siguen siendo locales en lo que hace a los elementos finitos y la 
linealización es fácil de efectuar. Los problemas de localización debidos a plasticidad y 
daño pueden ser tratados mediante teorías en gradientes en la macroescala. 
3.2.3 Variable de daño 
La capacidad predictiva de los modelos de daño, depende fuertemente de la 
particular elección de la variable de daño que sirve como una aproximación 
macroscópica para describir el proceso micromecánico de microdefectos subyacente. 
En la literatura actual hay muchas maneras de describir fenomenólogicamente el 
daño o derivar micromécanicamente las variables de daño. En particular, las variables 
de daño escalar han sido ampliamente utilizadas para modelos de daño isótropo o 
descripciones unidimensionales fenomenológicas del daño. Se han desarrollado 
numerosos modelos de daño anisótropo para materiales cuasi-frágiles que utilizan 
vectores de daño (Krajcinovic and Fonseka, 1981), tensores de daño de segundo orden 
(Dragon and Mroz, 1979), (Cordebois and Sidoroff, 1979), (Murakami and Ohno, 
1980), (Krajcinovic, 1985), Mazars and Pijaudier Cabot, 1989), (Valanis, 1991), 
(Chaboche, 1995), (Voyiadjis and Park, 1997), (Carol et al, 2001a, 2001b), (Voyiadjis 
and Deliktas, 2000), (Lemaitre et al, 2000) y tensores de daño de cuarto orden 
(Krajcinovic, 1985), (Ortiz, 1985), (Simo and Ju, 1987a). 
Los modelos de daño escalar utilizan una única variable escalar de daño. Son muy 
atractivos por su simplicidad pero su aplicación es limitada en algunos aspectos. La 
variable de daño escalar, definida por primera vez por Kachanov (Kachanov, 1958) 
conduce a la conservación del coeficiente de Poisson y es incapaz de representar el daño 
direccionado.  
El daño escalar es un caso particular de  daño isótropo. El daño isótropo se refiere a 
que el tensor de cuarto orden de daño es isótropo. Adicionalmente, el daño isótropo no 
implica que el tensor constitutivo del material virgen sea isótropo. El daño isótropo lo 
que hace, en definitiva es preservar las características direccionales del tensor elástico 
inicial. 
Una forma de describir el daño isótropo es utilizando dos variables escalares. Esto 
permite describir un daño isótropo, es decir que conserva las propiedades de anisotropía 
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del material. Generalmente una de las variables está asociada a la parte de la energía que 
contiene la deformación volumétrica y la otra está asociada a la energía de distorsión. 
Se puede trabajar también con varias variables escalares asociadas a direcciones 
materiales predefinidas. Esto se aplica sobre todo en compuestos, donde las 
microfisuras resultan dirigidas por la estructura y la orientación de los distintos 
componentes. En general, se utilizan tres variables de daño correspondientes a las 
direcciones principales de ortotropía del material.  
La representación vectorial es atractiva porque las orientaciones de las microfisuras y 
las áreas pueden ser capturadas directamente y la representación vectorial es una 
extensión directa del modelo escalar de Kachanov. Sin embargo, los modelos basados 
en vectores de daño, hasta cierto punto, presentan indiferencia a la forma de las 
microfisuras y problemas de operaciones tensoriales relacionadas con la transformación 
de tensiones.  
La representación del daño a través de tensores de segundo orden es quizás la forma 
más utilizada para describir la anisotropía inducida por daño en materiales inicialmente 
isótropos. Corresponde a la complejidad mínima para una teoría anisótropa. La validez 
de un tensor de segundo orden puede ser demostrada desde el punto de vista geométrico 
de la reducción de la sección resistente o sección neta. Resulta atractiva porque permite 
capturar las áreas y orientaciones de las microfisuras. Sin embargo, es incapaz de 
capturar la anisotropía general.  
A través de un enfoque micromecánico se puede demostrar que para describir 
anisotropía general es necesario trabajar con tensores de cuarto orden o hasta con 
tensores de octavo orden. En la práctica, una represantción del daño con tensores de 
octavo orden es quizás demasiado complicada. Una representación con tensores de 
cuarto orden, por otro lado, puede ser manejada razonablemente. Utilizada por primera 
vez por Chaboche, esta variable de daño de cuarto orden se introduce naturalmente a 
través del concepto de tensión efectiva y equivalencia de deformaciones. En este caso, 
la variable de daño (tensorial de cuarto orden) juega directamente el papel de un tensor 
de efecto de daño. Algunas teorías desarrolladas posteriormente utilizan directamente el 
tensor de rigidez elástica o el de flexibilidad, ambos tensores de cuarto orden, como 
variables de estado asociadas al daño. 
3.2.4 Interpretación del daño 
Los modelos de daño están basados en distintas hipótesis para definir la 
transformación producida por el daño. Una forma de interpretar el daño continuo, muy 
utilizada por diferentes autores, consiste en la definición de un espacio ficticio no 
dañado que puede ser obtenido del espacio de tensiones y deformaciones reales a través 
de una transformación. Normalmente, la tensión en el espacio ficticio no dañado se 
denomina tensión efectiva. Existen distintas hipótesis para definir las transformaciones 
entre el espacio dañado real y el espacio ficticio no dañado 
a) Concepto de tensión efectiva y principio de equivalencia de deformaciones 
(Kachanov, 1958)(Simo and Ju 1987a)(Luccioni et al, 1996):  
Físicamente el daño es el resultado de la iniciación, crecimiento e interconexión de 
microfisuras y microporos. Dentro del contexto la Mecánica del Continuo se puede 
modelar este proceso introduciendo una variable interna que puede ser una cantidad 
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escalar o tensorial. Para mayor generalidad en lo que sigue se utiliza un tensor de cuarto 
orden ijklM=M  que caracteriza el estado de daño y transforma el tensor de tensiones 
nominal ijσ  en el tensor de tensiones efectivo ijσ : 
klijklij M σσ 1−=  (3.1) 
y en el caso más simple: 
ijij d
σσ −= 1
1  (3.2) 
Donde [ ]cdd ,0∈  con [ ]1,0∈cd  es la variable de daño. El factor (1-d) es un factor de 
reducción asociado con la reducción de área efectiva o cantidad de daño (Kachanov 
1958). 
Adicionalmente Lemaitre (1978) introdujo el siguiente principio de equivalencia de 
deformación: 
La deformación asociada con un estado dañado, bajo la tensión aplicada, es 
equivalente a la deformación asociada con el estado no dañado bajo la tensión 
efectiva.  
La Figura 3.1 ilustra el principio de equivalencia de deformación. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.1 Concepto de tensión efectiva y principio de equivalencia de deformaciones 
El concepto de tensión efectiva y la hipótesis de equivalencia de deformación están 
naturalmente asociados con ecuaciones constitutivas basadas en deformación. Estas 
hipótesis pueden ser interpretadas microscópicamente en términos de arreglo de 
elementos en paralelo que fallan durante el proceso de degradación. 
A pesar de que el principio de equivalencia de deformación ha sido ampliamente 
utilizado, este enfoque  tiene el gran inconveniente teórico de que da lugar a tensores de 
rigidez y flexibilidad no simétricos, lo cual conduce a la no conservación de la energía 
durante la descarga y recarga. 
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σ  σ  
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b) Concepto de deformación efectiva e hipótesis de equivalencia de tensiones  
Alternativamente al concepto de tensión efectiva, se puede definir la deformación 
efectiva como: 
klijklij M εε =  (3.3)
y en el caso más simple: 
klij d εε )1( −=  (3.4)
Donde ijε  es el tensor de deformaciones y ijε  es el tensor de deformaciones 
efectivas. Por analogía con la hipótesis de equivalencia de deformaciones e invocando 
técnicas de homogeneización similares, Simo y Ju (1987a) proponen la siguiente 
hipótesis de equivalencia de tensiones: 
La tensión asociada con un estado dañado bajo la deformación aplicada es 
equivalente a la tensión asociada con el estado no dañado bajo la deformación 
efectiva. 
La Figura 3.2 ilustra el principio de equivalencia de tensión. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.2 Concepto de deformación efectiva y principio de equivalencia de tensiones 
El concepto de deformación efectiva y la hipótesis de equivalencia de tensiones están 
naturalmente asociados con ecuaciones constitutivas basadas en tensión. Estas hipótesis 
pueden ser interpretadas microscópicamente en términos de arreglo de elementos en 
serie  que fallan durante el proceso de degradación. 
El principio de equivalencia de tensiones tiene el mismo inconveniente teórico que el 
principio de equivalencia de deformación, en el sentido de que da lugar a tensores de 
rigidez y flexibilidad no simétricos. 
c) Principo de equivalencia de energía (Krajcinovic et al, 1981) (Dragon and Mroz, 
1979) (Carol et al 2001):  
La energía de deformación asociada con un estado dañado bajo la tensión aplicada es 
equivalente a la energía de deformación asociada con el estado ficticio no dañado bajo 
la tensión efectiva. 
En este enfoque ni la tensión efectiva, ni la deformación efectiva coinciden con sus 
valores nominales. Suponiendo que las relaciones entre cantidades nominales y 
l l ε  ε
σ  σ  
M 
Espacio físico Espacio efectivo 
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efectivas son lineales, deben estar dadas por el mismo tensor de cuarto orden en la 
siguiente forma: 
klijklij M σσ =    klklijij M εε =  (3.5) 
o a la inversa   
klijklij M σσ =    klklijij M εε =  (3.6) 
La densidad de energía elástica nominal y efectiva debe ser coincidente: 
ijijrsijrsklijklijij MM εσεσεσ ==  (3.7) 
Lo cual exige que los tensores ijklM  y ijklM  sean inverso uno de otro 
Combinando las relaciones entre tensiones y deformaciones efectivas y nominales se 
pueden obtener los tensores de rigidez y flexibilidad secantes que resultan: 
klrs
o
pqrsijpqijkl MCMC =          rsklopqrspqijijkl MEME =  (3.8) 
Donde oijklC  y oijklE  representan los tensores de rigidez y de flexibilidad no dañados 
respectivamente. 
En contraste, con las hipótesis anteriores, la hipótesis de equivalencia de energía 
induce simetría en los tensores de rigidez y flexibilidad secante. 
d) Relaciones de tipo cinemático (Voyajdis et al 2000 ) (Luccioni and Oller 2002) 
Este enfoque está basado en la formulación de la teoría de grandes deformaciones. 
Aunque físicamente no hay ninguna relación  entre estos dos fenómenos, 
matemáticamente puede establecerse una comparación al nivel de formulaciones. La 
unificación de la formulación trae una considerable ventaja a la hora de la 
implementación en códigos de ordenador ya existentes que están orientados al estudio 
del problema de grandes deformaciones. 
El daño puede interpretarse matemáticamente como una transformación cinemática 
entre dos espacios (ver Figura 3.3). Para ello se acepta que existe un espacio ficticio no 
dañado, que se obtiene a partir del espacio real dañado quitando el daño (ver Figura 
3.3). En el espacio ficticio no dañado el material se comporta como si fuera virgen. 
C
ε
σ
C
ε
σ
ijm
 
Espacio real dañado    Espacio ficticio no dañado 
Figura 3.3. Correspondencia entre espacios “Ficticio no dañado” y “Real dañado” 
Fij 
MECÁNICA DE DAÑO CONTINUO 
 
3.9
Se admite que hay una relación biunívoca entre los dos espacios que permite 
transformar una variable del espacio ficticio no dañado al otro espacio real dañado. 
Dicha relación se basa en un cambio que puede expresarse en forma análoga a una 
transformación cinemática, lo que da lugar a las expresiones, 
klijklkl
T
jlikij MFF σσσ ==  (3.9)
klijklkljl
T
ikij MFF εεε 11 −−− ==  (3.10)
Donde puede observarse que la transformación del campo de deformaciones resulta 
del concepto conjugado de tensiones a través de la ley constitutiva del material.  
La transformación inversa de espacios se expresa a través de las siguientes 
relaciones, 
klijklkljl
T
ikkl
T
ljkiij MFFFF σσσσ 111 −−−−− ===  (3.11)
klijklkl
T
jlikkllj
T
kiij MFFFF εεεε ===  (3.12)
En el espacio ficticio no dañado se tiene una ecuación constitutiva isótropa 
correspondiente al material virgen, 
klijklij C ε=σ  (3.13)
Donde oijklijkl CC =  es el tensor constitutivo elástico del material virgen. 
Reemplazando en la ecuación (3.3) las ecuaciones inversas, resulta la ecuación 
constitutiva en el espacio real, 
( ) turstutuulTtkijklTjsirrs
tuul
T
tkijklrs
T
sjri
CFFCFF
FFCFF
εεσ
εσ
==
=−−1
 (3.14)
Donde el tensor constitutivo secante en el espacio dañado se expresa como, 
T
nsmrklmn
T
jlikmnrsklmnijklijrs FFCFFMCMC ==  (3.15)
La energía de deformación resulta, 
WIMMW klklrsklklrsrsijrsklijklijij =εσ=εσ=εσ=εσ= − 2
1
2
1
2
1
2
1 1  (3.16)
donde queda claro, como se esperaba, que la energía es un invariante ante los 
cambios de espacio.  
El tensor ijF , al igual que el tensor gradiente de deformaciones, es un tensor bi-
puntual que vincula los dos espacios antes definidos. 
Si bien se pueden lograr resultados satisfactorios con cualquiera de estas teorías, en 
el caso de plasticidad acoplada con daño, cuando la degradación del material está 
asociada a las deformaciones plásticas, la generalización del principio de tensión 
efectiva del daño escalar y el principio de equivalencia de deformaciones, no conducen 
a la existencia de un potencial elástico. Una posible solución, utilizada por muchos 
autores, es reemplazar el principio de equivalencia de deformaciones por una 
equivalencia de energía. De esta forma, se asegura la existencia de un potencial elástico, 
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pero se pierde la interpretación física del daño. El daño ya no resulta relacionado con la 
densidad superficial de defectos, sino que es una variable definida por su acoplamiento 
con la elasticidad. 
3.3. Bases termodinámicas (Lemaitre 2000, Maugin 1992) 
3.3.1. Introducción  
Una forma de derivar las ecuaciones constitutivas de daño es a través del método del 
estado local. Este método postula que el estado termodinámico de un medio material en 
un punto e instante determinado está completamente definido por un cierto número de 
variables en ese instante. Los fenómenos físicos pueden ser descriptos con precisión 
dependiendo de la naturaleza y número de variables de estado elegidas para ello. El 
proceso definido de esta forma será termodinámicamente admisible si, en cualquier 
instante de la evolución, se satisface la desigualdad de Clausius-Duhem. Las variables 
de estado, también llamadas variables termodinámicas o variables independientes son 
las variables observables y las variables internas.  
El formalismo de la mecánica del continuo y la termodinámica desarrollado requiere 
la existencia de un cierto número de variables de estado, estas son las variables 
observables: 
Deformación y temperatura.  
Para fenómenomenos disipativos, el estado actual depende también de la historia 
pasada que es representada, en el método del estado local, por los valores en cada 
instante de las denominadas variables internas. 
La plasticidad y la viscoplasticidad requieren la introducción de deformaciones 
plásticas o viscoplásticas. Para pequeñas deformaciones la deformación plástica es la 
deformación permanente que se obtiene al descargar elásticamente lo que lleva a una 
descomposición aditiva: pe εεε += . Las dos variables internas involucradas serían la 
deformación elástica y la plástica. 
Otros fenómenos como endurecimiento, daño, fractura, requieren la introducción de 
otras variables de naturaleza menos obvia. Estas representan el estado interno de la 
materia (densidad de dislocaciones, microestructura cristalina, configuración de 
microfisuras) y no hay forma de medirlas por observación directa. En general se las 
designa kV . 
Una vez definidas las variables de estado, se postula la existencia de un potencial 
termodinámico a partir del cual se pueden derivar las leyes de estado. La elección de 
una función escalar, cóncava con respecto a la temperatura y convexa respecto a las 
otras variables permite satisfacer a priori las condiciones de estabilidad termodinámica 
impuestas por las desigualdades derivadas del segundo principio de la termodinámica. 
En lo que sigue se elige la energía libre específica como potencial pero se puede trabajar 
de manera análoga con otros potenciales. 
Se supone que: 
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),,,,( k
pe VεεΘεΨΨ =  (3.17)
En plasticidad o viscoplasticidad sólo aparecen las deformaciones en forma aditiva 
pe εεε −== , por lo que se puede escribir ),,( ke VΘεΨΨ =  y la desigualdad de 
Clausius Duhem escrita en términos de la energía libre resulta: 
01 ≥∂
∂−+−−=
i
iijij x
qD θθσθηΨΞ
&&  (3.18)
0  1
.pe
e ≥−−


 +−+



−
i
ii
i
ijijij
ij
ij x
qV
V ∂
∂θ
θ∂
Ψ∂θη∂θ
Ψ∂εσε∂ε
Ψ∂σ &&&  (3.19)
Donde ijD es el tensor tasa de deformación, θ  es una medida de la temperatura, η  es 
la entropía, iq  es el flujo de calor y ix  las coordenadas espaciales. 
Como esta desigualdad se debe cumplir para cualquier incremento de temperatura o 
deformación, deben ser: 



=
=
∂θ
Ψ∂η
∂ε
Ψ∂σ
-  b)
 ) e
ij
ija
 (3.20)
y de forma análoga se definen las fuerzas termodinámicas asociadas con las variables 
internas como: 
k
k V
A ∂
Ψ∂−=  (3.21)
Estas relaciones constituyen las leyes de estado. La entropía, la tensión y las 
variables Ak constituyen las variables asociadas. El vector formado por estas variables es 
el gradiente de la función de energía libre en el espacio de las variables termodinámicas 
y es normal a la superficie cte=Ψ . 
La desigualdad de Clausius Duhem puede ser reducida para expresar que la 
disipación debe ser necesariamente no negativa: 
0≥∂
∂−+
i
ikk
p
ijij x
qVA θθεσ &&  (3.22)
y es el producto de variables de fuerza 



∂
∂
i
kij x
A θσ ,,  por los respectivos flujos 
( )θε ikpij qV −,, &&  
Para describir el proceso de disipación, más precisamente las reglas de evolución de 
las variables internas, se postula la existencia de un pseudo potencial o potencial de 
disipación, expresado como función escalar convexa continua de las variables de flujo, 
mientras que las variables de estado aparecen como parámetros: 
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

 − θεϕ ikpij qV ,, &&  (3.23) 
Este potencial es una función no negativa, con valor cero en el origen, de las 
variables de flujo ( )θε ikpij qV −,, && . Las leyes complementarias se expresan entonces por 
medio de la propiedad de normalidad: 
( )θ
ϕθϕ
ε
ϕσ
iik
kp
ij
ij qxV ∂
∂−=∂
∂
∂
∂=∂
∂=     ;   A   ;   &&  (3.24) 
La fuerzas termodinámicas son las componentes del vector ϕgrad  normal a la 
superficie cte=ϕ  en el espacio de las variables de flujo. 
Sin embargo, las leyes complementarias se expresan más fácilmente en forma de 
leyes de evolución de las variables de flujo, en términos de las variables duales. La 
transformada de Legendre-Fenchel permite definir el correspondiente potencial. 
( ) ( ) −−∂∂−+= ∂∂ − θεϕθθεσθσϕ θε ikpijiikkpijijqVikij qVqxVASupxA ikpij ,,,, ,,* &&&&&&  (3.25) 
La Figura 3.4 ilustra el concepto de la transformada de Lechendre Fenchel para el 
caso de una única variable interna. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.4 Tansformada  de Lechendre-Fenchel 
 
Se puede probar que, si la función *ϕ es diferenciable, la propiedad de normalidad se 
preserva para las variables ( )θε ikpij qV −,, &&  y las leyes complementarias de evolución 
pueden ser escritas como: 
ϕεσ −p&
*ϕϕ  
)( pεϕ &  
 
cte
p
=σ
εσ &
pε&  
 
( )ϕεσ −p&sup
( )σϕ *
σ σ 
MECÁNICA DE DAÑO CONTINUO 
 
3.13
( )




∂
∂∂
∂−=∂
∂=∂
∂=
i
i
k
k
ij
p
ij
x
q
A
V θ
ϕθϕσ
ϕε
***
    ;      ;   &&  
(3.26)
Las funciones ϕ  y *ϕ  deben ser funciones convexas, no negativas con valor cero en 
el origen para que se satisfaga automáticamente el Segundo Principio de la 
Termodinámica. La regla de normalidad es suficiente para asegurar el cumplimiento de 
este principio pero no una condición necesaria. 
El problema completo de la modelación consiste en determinar las expresiones 
analíticas del potencial termodinámico Ψ  y de los potenciales de disipación ϕ  y *ϕ  y 
su identificación con los ensayos característicos. De hecho, los potenciales ϕ  y *ϕ  son 
casi imposibles de medir ya que representan la energía disipada usualmente como calor. 
Las variables de flujo y las variables duales son relativamente más fáciles de medir y es 
en sus valores que la modelación e identificación se basa. 
3.3.2. Derivación de las ecuaciones de estado y las reglas de evolución de las 
variables internas para los modelos de daño 
La elección de las variables termodinámicas depende del particular modelo de daño. 
Para pequeñas deformaciones y desplazamientos, las variables de estado en la 
mesoescala se dividen en: 
Observables: eijε  y θ  
Internas: pijε , iβ  (conjunto de variables internas plásticas, relacionadas con el 
endurecimiento plástico), ijklM (variable elegida para representar el daño en su forma 
general de tensor de cuarto orden), iα  (conjunto de variables internas de daño asociadas 
al endurecimiento) 
Se elige como potencial a la densidad de energía libre de Helmholtz por unidad de 
volumen que se escribe en este caso como: 
),,,,,( iijkli
p
ij
e
ij M αβεθεΨ  (3.27)
que debe ser una función escalar continua , cóncava con la temperatura y convexa 
con las otras variables y que contiene al origen. 
Suponiendo que la densidad se mantiene constante, que es una aproximación para el 
caso de daño dúctil, el segundo principio de la termodinámica se escribe en este caso 
como: 
0  1
..
.
≥−−−−+

 +−


 −
i
iijkl
ijkl
i
i
i
i
p
ijij
e
ije
ij
ij x
qM
M ∂
∂θ
θ∂
Ψ∂α∂α
Ψ∂β∂β
Ψ∂εσθη∂θ
Ψ∂ε∂ε
Ψ∂σ &&&&&&  (3.28)
de donde se obtienen las leyes de estado: 
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∂θ
Ψ∂η
∂ε
Ψ∂
∂ε
Ψ∂σ∂ε
Ψ∂σ
- 
y también    e
=
−=== p
ijij
ij
ij
ij
 (3.29) 
y las variables asociadas o fuerzas termodinámicas se definen como: 
i
ip β
Ψ
∂
∂−=      ;    
i
iq α
Ψ
∂
∂−=     ;    
ijkl
ijkl M
Y ∂
∂−= Ψ  (3.30) 
Para elasticidad lineal isótropa, pequeñas deformaciones, acoplamiento entre daño y 
deformaciones elásticas, procesos isotérmicos, en ausencia de deformaciones 
permanentes, la densidad de energía libre de Helmholtz puede escribirse como: 
 
( ) jijiklrstuijklij KMC ααεεΨ 2121 +=  (3.31) 
Donde ( )rstuijkl MC  es el tensor elástico degradado debido al daño y ijK  un tensor de 
endurecimiento. 
Las variables asociadas a las variables de daño o fuerzas termodinámicas resultan: 
jij
i
i Kq αα
Ψ −=∂
∂−=
    ;    
tu
ijkl
rstu
rs
ijkl
ijkl M
C
M
Y εεΨ ∂
∂−=∂
∂−=
2
1
 
(3.32) 
La disipación se escribe como: 
0≥+ iiijklijkl qMY α&&  (3.34) 
La disipación resulta la suma de productos de variables de flujo multiplicadas por sus 
correspondientes variables duales. 
Se postula que las leyes de evolución cinética pueden ser derivadas de un potencial 
de disipación, una función escalar, continua y convexa G de las variables duales y con 
las variables de estado como parámetros. Las leyes de evolución del daño y de las 
variables de daño se derivan de este pseudo potencial a través de multiplicadores 
escalares que son siempre positivos: 
ijkl
ijkl Y
GM ∂
∂= λ&&            
i
i q
G
∂
∂= λα &&         


=>
<=≥
0 cuando  0
0 cuando  00
F
F
λ
λλ &
&&  (3.35) 
Donde F es también una función escalar, continua y convexa de las variables duales 
y con las variables de estado como parámetros 
La elección de las funciones F y G, junto con la variable de daño, constituyen las 
claves para representar adecuadamente la evolución del daño.  
4. Modelos de daño 
escalar 
4.1. Introducción 
 
Los modelos de daño más simples son los modelos de daño escalar, donde la 
degradación de rigidez se describe a través de una sola variable escalar que gobierna el 
problema y que afecta por igual a todas las componentes del tensor de rigidez elástico. 
La mayoría de los modelos de daño escalar existentes en la bibliografía se basan en 
la hipótesis de que el daño está vinculado a la historia de deformación. Entonces el 
concepto de tensión equivalente: 
d
ij
ij −= 1
σσ  (4.1)
junto con la hipótesis de equivalencia de deformaciones se derivan de la forma de la 
energía libre. 
d: es la variable de daño escalar que vale 0=d  para el material virgen y ( ]1,0    ∈= cc ddd cuando está totalmente degradado, esto es, cuando ha alcanzado el 
límite de ruptura local.  
4.2. Bases Termodinámicas 
 
La densidad de energía libre de Helmholtz por unidad de volumen para un proceso 
de degradación escalar, viene dada por la siguiente expresión: 
( ) ( ) ( ) ( )kdijokij dd αΨεΨαεΨ +−= 1,,  (4.2)
Donde )( ij
o εΨ es la densidad de energía libre del material virgen y )( kd αΨ  la parte 
de la energía libre relacionada con el endurecimiento en daño. 
kl
o
ijklijij
o C εεεΨ
2
1)( =  (4.3)
Si se satisfacen las ecuaciones de Colleman, se asegura el cumplimiento de la 
desigualdad de Clausius-Duhem para un dado estado termodinámico: 
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0 
.
≥−−


 − i
i
ij
ij
ij dd
α∂α
Ψ∂
∂
Ψ∂ε∂ε
Ψ∂σ &&&  (4.4) 
 
resulta la expresión secante: 
ijkl
o
ijkl
ij
o
ij
ij dCdd σε∂ε
Ψ∂
∂ε
Ψ∂σ )1()1()1( −=−=−==  (4.5) 
y la disipación: 
0  k
. ≥+ α&kqdy  (4.6) 
Donde las fuerzas termodinámicas o variables duales asociadas a la variable de daño 
y a las variables de endurecimiento son las siguientes: 
o
d
y ΨΨ =∂
∂−=  (4.7) 
i
iq α
Ψ
∂
∂−=  (4.8) 
La ecuación secante muestra que para el caso de daño escalar todas las componentes 
del tensor de tensiones se degradan por igual, lo cual significa que el que el coeficiente 
de Poisson se mantiene constante. 
La fuerza termodinámica asociada a la variable de daño es la energía libre del 
material no dañado 
oΨ . De manera que la regla de evolución del daño debe ser escrita 
en términos de la energía libre no dañada. 
4.3. Modelo de Simo y Ju (1987 a y b) 
4.3.1 Fundamentos termodinámicos 
Este modelo parte de considerar la energía libre como : 
( ) ( ) ( )ijoij dd εΨεΨ −= 1,  (4.9) 
Donde 
oΨ  es una función convexa en el espacio de deformaciones. En particular 
para el caso lineal se tiene: 
kl
o
ijklijij
o C εεεΨ
2
1)( =  (4.10) 
Las relaciones de Colleman llevan a : 
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kl
o
ijkl
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ij Cdd εε
Ψ
ε
Ψσ )1()1( −=∂
∂−=∂
∂=     
klij
o
ijklC εε
Ψ
∂∂
∂=
02
 (4.11)
y la disipación: 
0)( ≥= dijod &εΨΞ  (4.12)
La Figura 4.1 ilustra esquemáticamente la disipación en un ensayo de tracción 
uniaxial para un modelo de daño escalar. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 4.1.Disipación en un modelo de daño escalar 
4.3.2 Función umbral de daño 
En este modelo se define una deformación equivalente τ  como una norma no dañada 
del tensor de deformaciones. En realidad, esta deformación equivalente es una función 
no negativa y continua de la variable termodinámica asociada a la variables de daño 
oΨ : 
)(2: ij
o εΨτ =  (4.13)
El daño se caracteriza a través de un criterio de daño formulado en el espacio de esta 
deformación equivalente de la siguiente manera: 
( ) 0:, ≤−= tttt rrg ττ  (4.14)
El símbolo t indica el tiempo actual y tr  es el umbral de daño en el tiempo actual. Si 
or  indica el umbral de daño inicial, antes de que se aplique ninguna carga, una 
propiedad del material, debe ser ot rr ≥ . 
σσ )1( d−=
σ
ε εε&
dΞ
σd
σ
oEdE )1( −=oE
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La condición de daño establece que el daño se inicia cuando la norma energética del 
tensor de deformaciones τ  excede el umbral de daño inicial or .  
Las Figuras 4.2 y 4.4. ilustran la forma de la superficie umbral de daño en el espacio 
de deformaciones principales y en el espacio de tensiones principales para el modelo de 
Simo and Ju (1987a). 
 
 
Figura 4.2. Superficie umbral de daño en el espacio de deformaciones principales 
03 =ε  (Simo and Ju 1987a). 
 
 
Figura 4.3. Superficie umbral de daño en el espacio de tensiones principales 03 =σ  
(Simo and Ju 1987a). 
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4.3.3. Regla de evolución del daño 
La regla de evolución de la variable de daño se define como: 
( )ttt dHd ,τµ&& =  (4.15)
µ&& =r  (4.16)
Donde 0≥µ&  es el factor de consistencia de daño que define las condiciones de 
carga/descarga de acuerdo a las relaciones de Kuhn-Tucker: 
0≥µ&      ( ) 0, ≤tt rg τ    ( ) 0, =tt rg τµ&  (4.17)
Estas condiciones son estándar para problemas con restricciones unilaterales. Si ( ) 0, ≤tt rg τ , el criterio de daño no se satisface y por la tercera condición resulta 0=µ& , 
o sea 0=d&  y el daño no evoluciona. Si, por el contrario, 0≥µ& , se produce mayor daño 
(carga) y la tercera condición implica: ( ) 0, =tt rg τ . En ese caso, el valor de µ&  queda 
determinado por la condición de consistencia de daño: 
( ) ( ) ttttt rgrg τµττ &&& =⇒== 0,,  (4.18)
De manera que : 
( ){ }stsot rr τ,0max,max ∈=  (4.19)
 
4.3.4. Forma alternativa de escribir la evolución explícita de la variable de daño 
(Simo and Ju 1987 a, Oller 2001) 
Si ( )tt dH ,τ  es independiente de cd , la fomulación anterior puede ser reescrita 
como: 
Sea G una función monotónica creciente tal que ( ) τ
ττ ∂
∂= )( tt GH , entonces  el 
siguiente criterio de daño es equivalente al anteriormente presentado: 
( ) 0)()(:, ≤−= tttt rGGrg ττ  (4.20)
La regla de flujo y las condiciones de Kuhn Tucker resultan entonces: 
( )
t
tt
t
rg
d τ
τµ ∂
∂= ,&&    ;   µ&& =r  (4.21)
0≥µ&      ( ) 0, ≤tt rg τ    ( ) 0, =tt rg τµ&  (4.22)
Se puede demostrar que estas condiciones son simplemente las condiciones del 
principio de la máxima disipación por daño. Para una dada historia de deformaciones, el 
valor del daño es aquél que hace máxima la disipación por daño.  
Al igual que en la teoría de plasticidad, la magnitud del factor de consistencia de 
daño se obtiene de la condición de consistencia de daño: 
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( )
t
t
t
t
tttttt r
rGG
rrGGrg ∂
∂=∂
∂⇒=⇒=⇒= )()()()(0, τ
ττττ  (4.23) 
( ) 0)()(0, =∂∂−∂∂⇒= tt ttt ttt rrrGGrg &&& ττττ tt r&& =⇒τ  (4.24) 
Comparando las siguientes expresiones se obtiene el factor de consistencia de daño: 
  tt
t
t
t
t
t
t
Gd
G
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G
G
τµτ
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ττ &&&&
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)(
 (4.25) 
ij
ij
t
tt r εε
ττµ &&&& ∂
∂===  (4.26) 
Integrando en el tiempo la variación temporal de la variable de daño se puede 
obtener una forma explícita para calcular el daño: 
)( )( t
t
t
t
GdtGdtdd ττ === ∫∫ &&  (4.27) 
La disipación resulta:  
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t
t
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t
ood GGd εε
τ
τ
τΨτΨΨΞ &&& ∂
∂
∂
∂=== )()(  (4.28) 
4.3.5. Tensor de rigidez tangente 
Para obtener el tensor de rigidez tangente se diferencia la ecuación secante: 
ijttkl
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Ψ
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2
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∂
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=∂
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 (4.29) 
Donde: 
( ) τττ ∂∂= )( tt GH   ,  ij
o
ij ε
Ψσ ∂
∂=  (4.30) 
Si se deriva la expresión de la deformación equivalente, se obtiene: 
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Sustituido en la expresión tangente resulta: 
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Donde tijklC  es el módulo tangente dañado que puede escribirse como: 
klij
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y resulta simétrico. La simetría del tensor tangente es debida a la particular 
definición de la deformación equivalente τ .  
4.3.6. Función de endurecimiento o ablandamiento 
La función escalar )(χG  que define la evolución de la variable de daño, debe ser 
monótona y acotada entre 0 y 1. La forma de esta función depende de la forma de la 
curva endurecimiento o ablandamiento. En Oller (2001) se pueden ver varias 
alternativas para definir esta función. Se presenta a modo ilustrativo la forma 
exponencial propuesta por Oliver (1990) (ver Figura 4.4) 
( ) 


 −−= oAo eG τ
τ
τ
ττ 11  (4.34)
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 4.4. Función de endurecimiento exponencial 
Donde el valor de oτ  se obtiene del cumplimiento del criterio de daño para el primer 
umbral de degradación: ( ) )( maxrGG o =τ . 
)(τG  
1 
τ
oτ
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σσΨτ ===  (4.35) 
El parámetro A se deduce particularizando la expresión de la disipación e igualando 
a la energía disipada por unidad de volumen para un proceso de tracción uniaxial. 
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 (4.36) 
Donde fg es la máxima energía disipada por unidad de volumen. 
4.3.7. Función umbral de daño de Mazars (1982) 
Lemaitre y Mazars proponen la siguiente expresión para la deformación equivalente: 
ijijt εετ =:  (4.37) 
Las Figuras 4.5 y 4.6. ilustran la forma de la superficie umbral de daño en el espacio 
de deformaciones principales y en el espacio de tensiones principales correspondientes. 
Esta definición alternativa conduce a un tensor de rigidez tangente no simétrico: 
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ijkl HdC εσττεε
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 (4.38) 
 
Figura 4.5. Superficie umbral de daño en el espacio de deformaciones principales 
03 =ε  (Lemaitre y Mazars) 
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Figura 4.6. Superficie umbral de daño en el espacio de tensiones principales 03 =σ  
2.0=ν (Lemaitre y Mazars 1982) 
4.3.8. Función umbral de daño para materiales con umbrales de daño distintos 
en tracción y compresión. 
Las funciones umbrales de daño propuestas por Simo y Ju (1987a) o por Lemaitre y 
Mazars (1982) son apropiadas para materiales del tipo de los metales con 
comportamientos similares en tracción y compresión. No es el caso de los geomateriales 
que presentan umbrales de daño distintos en tracción y compresión o practicamente no 
se dañan bajo tensiones de compresión. En ese caso la función de umbral de daño debe 
diferenciar esos estados como lo hace la función utilizada por Oliver et al (1990) 
( ) [ ] oij nr Ψσττ 2)1(1 −+==  
∑
∑
=
== 3
1
3
1
i
i
i
i
r
σ
σ
          ( )iii σσσ += 21  (4.39)
n es la relación entre los umbrales de daño en compresión y tracción uniaxial 
respectivamente. 
Las Figura 4.7 a y b ilustran la forma de la superficie umbral de daño en el espacio 
de deformaciones y tensiones principales respectivamente. 
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Figura 4.7.a Superficie umbral de daño en el espacio de deformaciones principales 
03 =ε  (n=5, 2.0=ν ). 
 
 
 Figura 4.7b Superficie umbral de daño en el espacio de tensiones principales 03 =σ  
(n=5) 
 
Barbat et al (1997) y Hanganu et al (2002) utilizan una forma alternativa para esta 
superficie de daño: 
( ) [ ] ∑
=
−+==
3
1
2)1(1
i
iij nr σσττ  (4.40) 
iσ  son las tensiones efectivas principales 
Esta función tiene la propiedad de ser una función homogénea de primer orden en las 
componentes del tensor de tensiones efectivas. 
Las Figuras  4.8.a y b ilustran la forma de la superficie umbral de daño en el espacio 
de deformaciones principales y en el espacio de tensiones principales respectivamente. 
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Figura 4.8.a Superficie umbral de daño en el espacio de deformaciones principales 
03 =ε  (n=5, 2.0=ν ) 
 
 
Figura 4.8.b Superficie umbral de daño en el espacio de tensiones principales 03 =σ  
(n=5). 
 
 
4.4. Forma alternativa de tratar el daño 
escalar (Luccioni 1993, Luccioni et al 1996) 
 
Esta forma difiere de las anteriormente presentadas en que en lugar de llegar a una 
ecuación de evolución explícita para la variable de daño, se debe hacer una integración 
de la ecuación de daño. Si bien esto complica el algoritmo de solución, esta forma 
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permite un tratamiento más general del problema, similar al que se utiliza en la teoría de 
plasticidad. Resulta directa la definición de superficies de carga convexas para 
materiales con umbrales de daño distintos en compresión y tracción uniaxial y hace más 
fácil la solución del problema de daño y plasticidad acoplados. 
4.4.1. Criterio de daño 
Si bien de acuerdo a la desigualdad de Clausius Duhem la variable apropiada para 
escribir el criterio de daño es la energía libre del material no dañado oΨ , en el caso de 
daño escalar, donde no es necesario definir un flujo de daño porque se trata de una 
variable escalar, es equivalente trabajar con una función del tensor de deformaciones o 
de tensiones.  
Se define en este caso el criterio de daño en el espacio de tensiones mediante una 
función escalar de las componentes del tensor de tensiones, totalmente análoga a la 
función de fluencia de la teoría de plasticidad: 
( ) 0)(),( ≤−= dqdg ijij στσ  (4.41) 
En donde ( )ijστ  es la tensión equivalente que puede calcularse utilizando las 
funciones de fluencia conocidas (Tresca, Von Mises, Mohr Coulomb, Drucker Prager, 
etc.) o cualquiera de los criterios antes presentados.  
A modo de ejemplo se muestra en las Figuras 4.9 y 4.10 la forma que toma la 
superficie umbral de daño en el espacio de deformaciones principales y en el espacio de 
tensiones principales cuando se utiliza el criterio de Von Mises para definir la tensión 
equivalente. 
)(dq  es el umbral de daño cuya evolución puede obtenerse a partir de las curvas 
uniaxiales. En el caso de materiales con propiedades de daño distintas en tracción y en 
compresión se obtiene dicha evolución utilizando las curvas uniaxiales de tracción 
)(dqt y compresión )(dqc : 
)()1()()( dqrdrnqdq ct −+=  (4.42) 
∑
∑
=
== 3
1
3
1
i
i
i
i
r
σ
σ
 (4.43) 
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Figura 4.9. Superficie umbral de daño en el espacio de deformaciones principales 
03 =ε  
 
Figura 4.10. Superficie umbral de daño en el espacio de tensiones principales 03 =σ  
Para la obtención de )(dqt y )(dqc  es necesario disponer de ensayos de tracción y 
compresión uniaxial con ramas de descarga. 
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4.4.2. Condiciones de carga/descarga 
Las condiciones de carga/descarga son totalmente análogas a las de los modelos 
anteriores: 
0   ,    0   ;   0 =≤≥ gdgd &&  (4.44) 
4.4.3. Evolución del daño  
Tratándose de una variable escalar no hace falta definir una regla de flujo para 
definir la evolución de la variable de daño. La misma puede obtenerse directamente de 
la condición de consistencia de daño: 
00 =∂
∂−∂
∂⇒= d
d
rg ij
ij
&&& σσ
τ  (4.45) 
ijijij dd σσσ &&& −−= )1(  (4.46) 
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&
)1(
 (4.47) 
 
4.4.4. Ecuación constitutiva tangente 
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 (4.48) 
Es claro que en este caso no se asegura la simetría del tensor tangente. 
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4.4.5. Disipación 
La disipación resulta: 
ij
ij
ij
ijood
d
q
d
d
σσ
τ
σσ
τ
ΨΨΞ
∂
∂+∂
∂
−∂
∂
==
&
&
)1(
 (4.49)
4.4.6. Comparación entre criterios de daño basados en energía de deformación 
y criterios de daño basados en tensión (Lemaitre 1996) 
La densidad de energía libre no dañada 
oΨ  es la variable termodinámica asociada al 
daño y, por lo tanto, la variable principal que gobierna el fenómeno de daño. Resulta 
interesante comparar un criterio de daño basado en esta variable con uno basado en una 
tensión equivalente como Von Mises en la teoría de la plasticidad clásica como el 
presentado en el punto anterior. 
Si se descompone el tensor de tensiones en su parte hidrostática y desviadora: 
( ) ijijkkij S+= δσσ 3/  (4.50)
Y el tensor de deformaciones en su parte volúmetrica y desviadora: 
( ) ijijkkij e+= δεε 3/  (4.51)
La densidad de energía libre puede escribirse como: 
( ) ∫ ∫∫ +==− kkkkijijijijo ddeSdd εσεσΨ 311  (4.52)
Donde Eo y oν  son el módulo de elasticidad y el coeficiente de Poisson del material 
virgen. 
Para un material elástico isótropo: 
dEd
S
E
e kko
o
kk
ij
o
o
ij −
−=−
+=
1
21       
1
1 σνεν  (4.53)
De donde resulta: 
( ) ( ) ( ) 

 −++−==
2
2 3
211
12
1
kk
o
ijij
o
o
o SS
dE
y σννΨ  (4.54)
Si se introduce la tensión equivalente de Von Mises: 
2/1
2
3 

= ijijeq SSσ    y   3/kkm σσ =  (4.55)
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( ) ( ) ( ) 

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
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

−++−==
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( ) ( ) ( )
2
2
2
2131
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12 




−++=−= eq
moo
vvo
eq
σ
σRR
dE
y ννσ  (4.57) 
eq
m
σ
σ  es lo que se denomina relación de triaxialidad y juega un papel muy importante 
en la ruptura de materiales, ya que la ductilidad en la fractura decrece a medida que esta 
parámetro crece. 
El umbral de daño equivalente se define como la densidad de energía libre no dañada 
para la cual comienza el daño en un ensayo de tracción uniaxial. 
Para tracción uniaxial *σσ =eq , 1=
eq
m
σ
σ , 1=vR , 2
2*
*
)1(2 dE
y o −=
σ  
Por lo que el criterio de daño queda escrito como: 
0*2/1 =−σσ veq R  (4.58) 
Este criterio difiere del criterio de Von Mises en la función de triaxialidad vR , lo que 
está de acuerdo con la naturaleza física del daño y de la plasticidad. La plasticidad es 
fundamentalmente debida a deslizamientos que no dependen de la presión hidrostática y 
el daño, en cambio, está causado por rotura de ligaduras que sí dependen de la presión 
hidrostática o de la relación de triaxialidad. Este fenómeno depende del coeficiente de 
Poisson que gobierna el cambio de volumen elástico. En la mayoría de los casos el 
factor de triaxialidad crece cuando el módulo de Poisson decrece.  
La Figura 4.9 muestra la forma que toma el criterio de daño basado en fuerzas 
termodinámicas en el espacio de tensiones para distintos valores del coeficiente de 
Poisson. Para el caso 5.0=oν  (incompresibilidad) coincide con el criterio de Von 
Mises formulado en el espacio de tensiones. 
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Figura 4.9. Criterio de daño basado en fuerzas termodinámicas representado en el 
espacio de tensiones principales 03 =σ para distintos valores del coeficiente de Poisson 
 
4.5. Tratamiento numérico 
4.5.1. Introducción 
Las ecuaciones de equilibrio mecánico se obtienen siguiendo el principio de trabajos 
virtuales y la primera ley de la termodinámica, 
 
( )∫ ∫ ∫ =−−∇⋅+⋅⋅V V Ss dSdVmdVm 0utubuuu &&&&&& σ  (4.59)
Donde u,u,u &&&  son el campo de desplazamiento y sus derivadas temporales, m  es la 
densidad, t  son las fuerzas de superficie distribuidas sobre la superficie externa S  y b  
representa las fuerzas volumétricas distribuidas en el volumen V . Aproximando el 
campo de desplazamientos con la técnica de elementos finitos estándar: 
UNu ⋅≅ )()( iui xx  se obtienen las siguientes ecuaciones de equilibrio discretas,  
0ffUM =−+⋅ extuuu int&&  (4.60)
donde )(N i
u x  son las funciones de forma de desplazamientos, U  es el vector de 
desplazamientos nodales, uM  es la matriz de masa, ∫ ∇== V ujkSiijuku dVNf σintint )(f  es el 
5.0=ν
25.0=ν
0=ν
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vector de fuerzas mecánicas internas, extfu  es el vector de fuerzas nodales debidas a las 
cargas externas.  
La solución de este sistema se realiza mediante un esquema temporal implícito. En 
cada paso del tiempo se deben evaluar las tensiones en cada uno de los puntos de 
integración para poder calcular el vector de fuerzas internas. La evaluación de las 
tensiones requiere la integración de la ecuación constitutiva. 
A continuación se presentan formas alternativas para integrar los modelos de daño 
escalar presentados. 
4.5.2. Integración de la ecuación constitutiva 
Modelo de daño escalar explícito (Simo and Ju 1987b) 
Este tipo de modelos permite evaluar la variable de daño en forma explícita sin 
necesidad de recurrir a un procedimiento iterativo. A continuación se esquematiza el 
algoritmo de integración. 
1) Obtención del incremento de desplazamiento para el paso “n” a partir de la ecuación de equilibrio 
escrita de acuerdo al esquema de elementos finitos: niu∆  
2) Obtención del incremento de deformaciones y actualización de las deformaciones:  
( )
n
ij
n
ij
n
ij
n
ij
n
ji
n
ij uu
εεε
ε
∆+=
∆+∆=∆
−1
,,2
1
 
3) Predictor elástico                   1−= nn dd     1−= nn rr    
4) Evaluación de la fuerza termodinámica conjugada de la variable de daño: 
( ) nijoijklnijnon Cy εεΨ 21==  
5) Evaluación de la deformación equivalente: ( )nn yττ =  
6) Verificación del criterio de daño 
Si    ( ) 0, ≤nn rg τ      comportamiento elástico →  10) 
7) Evolución del daño. Evaluación de la variable de daño: )( nn Gd τ=  
8) Actualización del umbral de daño: nnr τ=  
9) Evaluación del tensor constitutivo tangente 
n
kl
n
pq
o
ijpq
nno
ijkl
nt
ijkl CdHCdC 



∂
∂−−= ε
τετ ),()1(  
10) Actualización del tensor de tensiones 
( ) nkloijklnnij Cd εσ −= 1  
11) Fin del proceso de integración de la ecuación constitutiva.  
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Modelo de daño escalar implícito (Luccioni 1993) 
Este tipo de modelo de daño escalar requiere la integración de las ecuaciones 
constitutivas mediante un proceso de tipo iterativo. Se presentan a continuación dos 
formas alternativas de realizar la integración. 
a) Retorno mapeado  
Se linealiza la función de daño entre dos iteraciones consecutivas y a partir de allí se 
obtiene una forma de actualizar iterativamente las variables del problema. Si k-1 y k son 
dos iteraciones consecutivas en el proceso de iteración de la ecuación constitutiva, la 
función de daño en la iteración k puede escribirse como: 
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 (4.61)
De esta última ecuación se puede obtener el incremento de la variable de daño: 
( )
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(4.62)
Se puede actualizar entones la variable de daño y el tensor de tensiones. Este proceso 
se repite en forma iterativa hasta lograr convergencia o sea hasta que se cumpla la 
condición de daño. A continuación se esquematiza el algoritmo de integración de la 
ecuación constitutiva en cada punto de integración.  
 
1) Obtención del incremento de desplazamiento para el paso “n” a partir de la ecuación de equilibrio 
escrita de acuerdo al esquema de elementos finitos: niu∆  
2) Obtención del incremento de deformaciones y actualización de las deformaciones:  
( )
n
ij
n
ij
n
ij
n
ij
n
ji
n
ij uu
εεε
ε
∆+=
∆+∆=∆
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,,2
1
 
3) Inicialización de variables para el predictor elástico 0=k                     
( ) ( ) nkloijklnonoij
nn
o
Cd
dd
εσ −=
= −
1
1
 
4) Verificación de la condición de daño 
Si    ( )( ) ( )[ ] 0)(, <−= nknkijnknkij dqdg στσ      comportamiento elástico →  10) 
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5) Evolución del daño k=k+1 
6) . Evaluación del incremento de la variable de daño: 
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7) Actualización de la variable de daño: 
n
k
n
k
n
k ddd ∆+= −1  
8) Actualización del tensor de tensiones 
( ) ( ) nkloijklnknkij Cd εσ −= 1  
9) Fin del proceso de linealización → 4) 
10) Fin del proceso iterativo: 
n
k
n dd =       ( ) ( )n
kij
n
ij σ=σ  
11) Evaluación del tensor constitutivo tangente 
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12) Fin del proceso de integración de la ecuación constitutiva.  
 
b) Euler backward 
La función de daño en el tiempo n se puede escribir como: 
( ) 0)(),( =−= nnijnnij dqdg στσ  (4.63) 
Donde la variable de daño y la tensión vienen dadas por: 
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 (4.64) 
De manera que la condición de daño (4.63) se puede interpretar como una ecuación 
no lineal en nd∆  
)(),( nnnij dhdg ∆σ =  (4.65) 
a partir de la cual se puede calcular nd∆  en forma iterativa, por ejemplo, mediante el 
método de Newton Raphson. 
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A continuación se esquematiza el algoritmo de integración de la ecuación 
constitutiva en cada punto de integración.  
 
1) Obtención del incremento de desplazamiento para el paso “n” a partir de la ecuación de equilibrio 
escrita de acuerdo al esquema de elementos finitos: niu∆  
2) Obtención del incremento de deformaciones y actualización de las deformaciones:  
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3) Inicialización de variables para el predictor elástico 0=k                     
( ) ( ) nkloijklnonoij
nn
o
Cd
dd
εσ −=
= −
1
1
 
4) Verificación de la condición de daño 
Si    ( )( ) ( )[ ] 0)(, <−= nknkijnknkij dqdg στσ      comportamiento elástico →  10) 
5) Evolución del daño k=k+1 
 
6) Evaluación del incremento de la variable de daño: 
( ) ( )( )nknkij
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7) Actualización de la variable de daño:  nk
nn
k ddd ∆+= −1  
8) Actualización del tensor de tensiones: ( ) ( ) nkloijklnknkij Cd εσ −= 1  
9) Vuelva a 4) 
10) Fin del proceso iterativo:              nk
n dd =       ( ) ( )n
kij
n
ij σ=σ  
11) Evaluación del tensor constitutivo tangente 
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12) Fin del proceso de integración de la ecuación constitutiva.  
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5.  Modelos de daño 
direccionado 
5.1. Introducción (Ju 1990) 
 
En el caso de microfisuras o microvacíos distribuidos aleatoriamente en todas las 
direcciones , el daño isótropo es una opción apropiada. El daño escalar es un caso muy 
particular de daño isótropo en el que se mantiene constante el coeficiente de Poisson. 
Esto es demasiado restrictivo e incorrecto en la mayoría de los procesos de daño 
isótropo.  
El daño isótropo establece esencialmente que el tensor de daño es isótropo de manera 
que preserva las propiedades direccionales del tensor de rigidez del material virgen. 
Entonces si el material virgen es isótropo, al dañarse sigue siendo isótropo. 
Suponer que el daño es isótropo es realista en muchos casos, especialmente bajo 
condiciones de carga proporcional, cuando las direcciones principales de tensión se 
mantienen constantes. Esta hipótesis permite predecir las condiciones de iniciación de la 
fisuración  con una precisión normalmente aceptable en aplicaciones de ingeniería 
cuando la predicción de la vida útil con una incertidumbre de 10 a 50% es todavía útil. 
No obstante, todos los materiales, bajo condiciones de carga especiales, y la mayoría 
de los materiales frágiles, desarrollan lo que se denomina daño direccionado o 
simplemente daño anisótropo en la bibliografía. Esto significa que los defectos se 
orientan siguiendo la historia de tensiones y ya no se puede trabajar más con una 
variable de daño escalar. 
A continuación se presentan algunas ideas básicas que dan lugar a distintos modelos 
de daño direccionado  (Lemaitre 1996) y luego, para completar el capítulo se presentan 
dos formulaciones distintas para el mismo problema. 
5.1.1. Concepto de la máxima tensión principal: Vector de daño  
Una forma simple de modelar el daño direccionado es considerar que el daño sólo 
ocurre en el plano normal a las máximas tensiones principales. El daño puede ser 
entonces caracterizado por su intensidad D y por el vector unitario que da la orientación 
de la máxima tensión principal pn
r
. 
El daño queda definido entonces por un vector pii DnD =  y la tensión efectiva en las 
direcciones principales de tensión se escribe como: 
Modelos de daño direccionado 
 
5.2
[ ] 321
3
2
1
    
00
00
00
1 σσσ
σ
σ
σ
σ ≥≥










−= D  (5.1) 
5.1.2. Definición geométrica del tensor de daño de segundo orden 
Para un tipo de anisotropía más compleja o para utilizar en caso de carga no 
proporcional, se puede extender la definición de daño basada en superficie dada en el 
primer capítulo para una dimensión. 
Si Sδ  representa el área superficial en la configuración actual con una superficie 
dañada DSδ , entonces, )1( DSSS D −=− δδδ  representa el área no dañada de la 
configuración con deformación equivalente. Esta idea puede ser desarrollada para el 
caso de daño direccionado. 
Considérese un elemento representativo de volumen de un material dañado 
descargado en su configuración actual y un área seccional definida por su orientación 
in , su superficie Sδ  y su forma. Considérese una configuración no dañada con 
deformación equivalente en el mismo sistema de coordenadas. El elemento 
representativo de volumen ha cambiado y, particularmente el área seccional se ha 
transformado en un área con orientación in  diferente debida a la anisotropía del daño y 
de área menor Sδ . Por ahora supóngase que la forma no cambia, más adelante se verá 
que esta hipótesis corresponde al caso de daño ortótropo. Ver Figura 5.1. 
Por analogía con el caso unidimensional, el tensor de segundo orden que transforma 
el vector iSnδ  en inSδ  caracteriza el daño y se denota como ( )ijij D−δ : 
( ) SnSnD ijijij δδδ =−  (5.2) 
ijD  es el tensor de daño de segundo orden. Es simétrico y tiene tres valores 
principales 321 ,, DDD  en las coordenadas principales 321 ,, XXX que corresponden  a la 
reducción de áreas de un tetraedro dibujado en las coordenadas 321 ,, XXX . 
333
222
111
)1(
)1(
)1(
AAD
AAD
AAD
δδ
δδ
δδ
=−
=−
=−
 (5.3) 
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Espacio real dañado Espacio efectivo no dañado 
Figura 5.1. Daño direccionado en tres dimensiones 
La simetría respecto a tres planos hace que el daño sea ortótropo pero, no obstante, 
cubre un gran campo de aplicaciones. 
Para definir la tensión efectiva se escribe el vector tensión en las dos 
configuraciones: 
nnDn
SnSn
kjkjkijjij
jijjij r∀−=
=
   )(δσσ
δσδσ
 (5.4)
De donde la tensión efectiva puede definirse como: 
1)( −−= jkjkikij Dδσσ  (5.5)
Pero esto lleva a un tensor de tensiones no simétrico. Como para las ecuaciones 
constitutivas de elasticidad y plasticidad sólo interesa la parte simétrica, se define el 
tensor de tensiones efectivas como la parte simétrica: 
[ ]kjkikijkjkikij DD σδδσσ 11 )()(21 −− −+−=  (5.6)
Cuando las direcciones principales de tensión y de daño coinciden, esta expresión 
puede escribirse como: 
[ ]












−
−
−
=
3
3
2
2
1
1
1
00
0
1
0
00
1
D
D
D
σ
σ
σ
σ  (5.7)
La densidad de energía libre se escribe en este caso como: 
( ) kljmoimklijij CD εεδΨ −= 21  (5.8)
x1 x2
x3
Sδ  in  
x1 x2
x3
in
Sδ
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De donde: 
kljm
o
imkl
ij
ij CD
Y εεΨ
2
1=∂
∂−=  (5.9) 
5.1.3. Definición termodinámica de un tensor de daño de cuarto orden  
Otra forma de definir la variable de daño es utilizar el concepto de tensión efectiva 
asociado con el principio de equivalencia de deformaciones para elasticidad lineal: 
kl
o
ijklij C εσ =  (5.10) 
klijkl
ij
ij C εε
Ψσ =∂
∂=  (5.11) 
Donde ijklC  es el tensor de elasticidad modificado por el daño. Suponiendo que tiene 
inversa, se puede escribir: 
rsklrs
o
ijklij CC σσ 1−=  (5.12) 
Y por analogía con el caso unidimensional se puede escribir: 
( )
1
11
−
−−
−=
=−
o
rsklijrsijklijkl
rskl
o
ijrsijklijkl
CCID
CCDI
 (5.13) 
Donde los ijklD  son las componentes del tensor de daño de cuarto orden y los ijklI  
son las componentes del tensor identidad de cuarto orden. 
La variable asociada al tensor de daño es también, en este caso, un tensor de cuarto 
orden y se obtiene de la expresión de la energía libre como sigue: 
( ) klijorsklijrsijrsklijijkl CDIC εεεεΨ −== 2121  (5.14) 
rsij
o
klrs
ijkl
ijkl CD
Y εεΨ
2
1==∂
∂−=  (5.15) 
Esta teoría corresponde al caso general de anisotropía. 
5.1.4. Definición energética de una variable doble escalar. 
Para los materiales como los compuestos, en los que los mecanismos de daño pueden 
ser distintos en tracción y en compresión, es interesante desarrollar una teoría 
definiendo dos variables escalares independientes que caracterizan el daño que influye 
en la energía elástica de corte y en la energía elástica hidrostática: 
• sD  actúa en las tensiones desviadoras 
• nD actúa en las presiones hidrostáticas 
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Si el material no está sujeto a daño en ciertas direcciones materiales, el daño puede 
ser isótropo o anisótropo. 
La densidad de energía libre complementaria en ausencia de daño se puede escribir 
como: 
( ) klijoijklo C σσΨ 121 −=  (5.16)
3
    kkmijmijij S
σσσδσ =+=  (5.17)
( ) ( )
444 3444 2144 344 21
cahidrostáti
Parte
klijm
o
ijkl
desviadora
Parte
klij
o
ijkl
o CSSC δδσΨ 211
2
1
2
1 −− +=  
(5.18)
Cuando se produce el daño en todas las direcciones  
( ) ( )
klijm
n
o
ijkl
klij
s
o
ijkl
D
C
SS
D
C δδσΨ 2
11
12
1
12
1
−+−=
−−
 (5.19)
A partir de aquí se puede determinar las leyes elásticas: 
m
v
ij
ij S
e
σ
Ψε
Ψ
∂
∂=
∂
∂=
3/
 (5.20)
La dos variables termodinámicas asociadas con las variables de daño sD  y nD  
resultan: 
n
n
s
s
D
Y
D
Y
∂
∂=
∂
∂=
Ψ
Ψ
 (5.21)
La disipación por daño puede escribirse entonces: 
nnss
d DYDY && +=Ξ  (5.22)
Con esta teoría es posible considerar daño en materiales anisótropos para los que 
0≠nD  en ciertas direcciones materiales y 0=nD  en otras direcciones no dañables. 
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5.2. Formulación de la degradación  
elástica anisótropa (Carol et al 2001a, 2001b) 
5.2.1. Marco teórico de la degradación elástica y el daño. 
Este modelo utiliza una formulación de degradación elástica y daño en pequeñas 
deformaciones similar a la de la elastoplasticidad clásica. 
Los tensores de tensiones y de deformaciones están relacionados mediante las 
expresiones secantes: 
klijklij C εσ =    klijklklijklij EC σσε == −1  (5.23) 
Donde ijklE  es el tensor de flexibilidad. 
De manera análoga al concepto de umbral de fluencia, se introduce una función 
),( pF ijσ  donde p denota un conjunto de variables internas que definen la 
configuración actual del dominio elástico. Una vez que se alcanza la superficie de carga 
F=0, se produce un aumento de la degradación, 0≠ijklC&  y hay una incremento de las 
deformaciones debido al daño. La velocidad de degradación se define como el exceso 
de deformación por arriba del valor que corresponde al incremento de tensión para la 
rigidez secante actual. Con estas definiciones se puede escribir el siguiente conjunto de 
ecuaciones que describen la degradación elástica progresiva: 
)( dklklijklij C εεσ &&& −=  (5.24) 
ij
d
ij mλε && =   (opcionalmente 
ij
ij
Qm σ∂
∂= ) (5.25) 
0=−= λσ &&& HnF ijij    ;    
λσ ijij
Fn ∂
∂=    ;  
σλ∂
∂−= FH  (5.26) 
ijm  define la dirección de la deformación de degradación que puede ser 
opcionalmente expresado como el gradiente de un potencial Q y λ&  es un multiplicador 
inelástico análogo al multiplicador plástico de la elastoplasticidad. La ecuación (5.26) 
representa la condición de consistencia y H el módulo de 
endurecimiento/ablandamiento. 
Las ecuaciones (5.24) a (5.26) son válidas solamente para el caso de carga: 
0,0,0 >== λ&&FF . El caso alternativo es descarga con 0,0 =< λ&&F  en el que sólo las 
ecuaciones (5.24) y (5.25) son válidas y conducen a 0=dklε&  y klijklij C εσ && = . Suponiendo 
que se está sobre la superficie de carga 0=F , los dos casos se distinguen con las 
condiciones complementarias. 
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0≥λ&    ;   0≤F&    ;   0=F&&λ  (5.27)
Combinando estas ecuaciones se puede obtener el multiplicador plástico y la rigidez 
tangente: 
klijklijCnH
ελ && 1=          klijklij mCnHH +=  (5.28)
kl
t
ijklijkl C εσ && =              pqklpqrsijrsijkltijkl CnmCHCC
1−=  (5.29)
Regla de degradación de la flexibilidad  
Estas ecuaciones son similares a las de la teoría de la plasticidad pero, en contraste 
con aquellas, no son suficientes para definir un modelo de daño ya que no se ha 
especificado ninguna ley de evolución para la rigidez secante o la flexibilidad. Con ese 
fin se puede diferenciar la ecuación secante: 
( ) ( )
rsklrspqrspqklrspqrspqklrs
d
kl
d
klklijklpqrspqklrsklijklklijklklijklij
ECECC
CCCCCC
σεεε
εεεεεεσ
&&&&
&&&&&&&
==−=⇒
−=+=+=
−
−
1
1
 (5.30)
que relaciona la flexibilidad secante con la velocidad de deformación de degradación. 
Cuando se conoce la primera se puede obtener la segunda pero no a la inversa. Es 
necesario definir una regla de evolución para la flexibilidad (o rigidez) secante para 
poder obtener la velocidad de deformación de degradación 
ijklijkl ME λ&& =       y     klijklij Mm σ=  (5.31)
Para que C y E  permanezcan simétricos el tensor M debe ser simétrico 
Fuerzas termodinámicas conjugadas y asociatividad 
La energía libre elástica por unidad de volumen se escribe entonces como: 
klijklijklijklij EC σσεεΨ 2
1
2
1 ==  (5.32)
Para condiciones isotérmicas, la disipación resulta: 
ΨεσΞ && −= ijijd  (5.33)
De donde : 
ij
ij ε
Ψσ ∂
∂=    y  
0
2
1
2
1 ≥=−=∂
∂=∂
∂−= klijklijklijklijijkl
ijkl
ijkl
ijkl
d ECE
E
C
C
σσεεΨΨΞ &&&&  
(5.34)
De donde se puede definir la variable termodinámica conjugada del tensor de 
flexibilidad: 
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klijijklY σσ2
1=−    tal que ijklijkld EY &−=Ξ  (5.35) 
Con ijklY−  se puede definir el gradiente en el espacio de la flexibilidad y relacionarlo 
con el gradiente en el espacio de tensiones: 
( )ijklijkl YFN −∂ ∂=         klijklij Nn σ=  (5.36) 
Cuando M y N son paralelos, la asociatividad en el espacio de la flexibilidad implica 
asociatividad en el espacio de tensiones pero no a la inversa. 
Las fuerzas termodinámicas –Y constituyen el espacio en el que se debe definir la 
superficie de carga 0),( =− pF Y  y la regla de flujo o regla de daño para lograr una 
formulación de daño totalmente consistente.  
Formulación de la degradación elástica 
Hasta ahora el daño ha sido caracterizado por el tensor de flexibilidad o de rigidez 
mismo (21 componentes independientes). Alternativamente, en muchos casos resulta 
conveniente trabajar con un conjunto de variables más reducido, que aún así 
caracterizan totalmente el daño, y para las cuales se pueden escribir reglas de evolución 
más simples. Estas variables son las variables de daño *D cuyo número y naturaleza 
(escalar, vectorial, tensorial) no necesitan ser especificados para el desarrollo general de 
la teoría. De acuerdo a este concepto, se puede escribir: 
*
*
*    ;   ),( DD
D && ∂
∂== ijklijkloijklijklijkl
E
EEEE  (5.37) 
Donde oijklE  es el tensor de flexibilidad inicial. 
Se puede formular una regla de evolución de las variables *D  y encontrar su relación 
con la ley de evolución de la flexibilidad como sigue: 
** MD λ&& =    y   *MD*∂
∂= ijklijkl
E
M  (5.38) 
La fuerza termodinámica asociada a las variables de daño *D  es *Y−  tal que: 
**
* DD
Y ∂
∂−=∂
∂=− ijklijkl
E
YΨ      **DY &−=dΞ  (5.39) 
Se puede definir el gradiente de F en el espacio de daño y vincularlo con N de la 
siguiente manera: 
( ) ( ) **** NDYN ∂
∂=−∂
∂= ijklijkl
E
NF    ;    (5.40) 
La asociatividad en el espacio de daño se da cuando *N  es proporcional a *M  y eso 
implica asociatividad a nivel de flexibilidad y tensión. 
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5.2.2. Modelo de daño anisótropo básico. 
En el modelo presentado por Carol et al (2001a, 2001b) se utiliza un tensor de daño 
de segundo orden para representar el daño de manera consistente y la hipótesis de 
equivalencia de energía.  
En lugar de trabajar con un tensor de daño ijD  se lo hace directamente con el tensor 
de integridad ijijij D−= δφ . Adicionalmente al tensor de integridad, en este 
modelo se introduce  su raíz  cuadrada ijw  (que también varía entre ijδ  y 0) y sus 
inversas ijφ  y ijw  (que varían entre ijδ  e ∞ ). Estos tensores son todos simétricos y sus 
valores principales satisfacen las siguientes relaciones: 
kjikij ww=φ      2)()( ii w=φ  (5.41)
kjikij ww=φ      2 )()( ii w=φ  (5.42)
ijkjijkjik δφφφφ ==       
)(
)(
1
i
i φφ =  (5.43)
ijkjikkjik wwww δ==     
)(
)(
1
i
i w
w =  (5.44)
Para definir las relaciones entre tensiones efectivas y nominales se utiliza una 
simetrización de tipo producto: 
ljklikij ww σσ =  (5.45)
que también puede ser escrita como: 
klijklij σασ =     ( )jkiljlikijkl wwww += 21α  (5.46)
Debido a la hipótesis de equivalencia de energía: 
klijklljklikij ww εαεε ==  (5.47)
La representación matricial del tensor ijklα  en las direcciones principales de daño 
tiene una forma diagonal: 














=
)1()3(
)3()2(
)2()1(
)3(
)2(
)1(
φφ
φφ
φφ
φ
φ
φ
α  (5.48)
Debe notarse que, debido al tipo de simetrización utilizado, los términos que afectan 
a las componentes de tensiones tangenciales son de tipo producto. 
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Reemplazando en la expresión del tensor de rigidez secante dada por la hipótesis de 
equivalencia de energía: 
klrs
o
pqrsijpqijkl CC αα=  (5.49) 
y teniendo en cuenta la simetría, resulta: 
o
pqrslskrjqipijkl CwwwwC =  (5.50) 
Para el caso particular de materiales inicialmente isótropos, resulta: 
( )jkiljlikoklijoijkl GC φφφφφφΛ ++=  (5.51) 
Donde 
oΛ  y oG  son las constantes de Lamé del material virgen. 
En las direcciones principales de daño los tensores de rigidez y de flexibilidad 
secantes pueden ser escritos matricialmente como: 
( ) ( ) ( )














+
+
+
=
O
O
O
OoOO
OOoO
OOOo
G
G
G
GGG
GGG
GGG
)1()3(
)3()2(
)2()1(
2
)3()2()3()1()3(
)3()2(
2
)2()1()2(
)3()1()2()1(
2
)1(
2
2
2
φφ
φφ
φφ
Λφφφφφ
φφΛφφφ
φφφφΛφ
C
 
(5.52) 
( )
( )
( )
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

















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

+
+
+
−−
−−
−−
=
o
o
o
o
o
o
o
E
o
o
o
o
o
o
oo
o
o
o
o
o
o
E
E
E
E
EEE
EEE
EEE
)1()3(
)3()2(
)2()1(
2
)3()3()2()3()1(
)3)2(
2
)2()2()1(
)3()1()2()1(
2
)1(
12
12
12
1
1
1
φφ
ν
φφ
ν
φφ
ν
φφφ
ν
φφ
ν
φφ
ν
φφφ
ν
φφ
ν
φφ
ν
φ
E  (5.53) 
Donde 
oE  y 
oν  son el módulo elástico y el coeficiente Poisson del material virgen. 
La formulación dual de tipo producto, en términos de deformación y flexibilidad, 
conduce a las siguientes expresiones: 
ljklikij ww εε =         ljklikij ww σσ =  (5.54) 
klijklijklijklij σασεαε ==          ( )jkiljlikijkl wwww += 21α  (5.55) 
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El tensor ijklα  referido a las direcciones principales de daño y escrito en forma 
matricial, resulta: 












=
)1()3(
)3()2(
)2()1(
)3(
)2(
)1(
φφ
φφ
φφ
φ
φ
φ
α  (5.56)
El tensor de flexibilidad secante se escribe como: 
o
pqrslskrjqipijkl EwwwwE =  (5.57)
Para el caso particular de materiales inicialmente isótropos, resulta: 
( )jkiljlikooklijooijkl EEE φφφφνφφν +++−= 21  (5.58)
o escrito en forma matricial: 

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1
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(5.59)
Las expresiones obtenidas para el tensor de rigidez secante y el tensor de flexibilidad 
secante contienen 5 parámetros independientes (2 constantes elásticas y 3 valores 
principales de daño), mientras que la ortotropía elástica general involucra 9 parámetros 
independientes. Esto significa que esta formulación de daño anisótropo “básica” 
representa sólo una forma restrictiva de anisotropía. 
5.2.3. Tasa de daño pseudo-logarítmica y fuerzas conjugadas 
Si se deriva la expresión del tensor de flexibilidad secante se obtiene: 
pq
pq
ijkl
ijkl
E
E φφ
&&
∂
∂=  (5.60)
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( ) ( )[ ]
( ) ( )[
( ) ( )]kpjqkqjpiljklpiqlqip lpjqlqjpikjlkpiqkqipo
o
lpkqlqkpijkljpiqjqipo
o
pq
ijkl
E
E
E
δδδδφφδδδδ
δδδδφφδδδδν
δδδδφφδδδδνφ
++++
++++++
++++−=∂
∂
4
1
2
 
(5.61) 
La disipación puede escribirse como: 
( ) pqd φΞ φ &pqY−=    
( ) lqklpko
o
pqklklo
o
kl
pq
ijkl
ij EE
E σφσνσφσνσφσ
φ ++−=∂
∂=− 1
2
1
pqY  
(5.62) 
Esta fuerza termodinámica no tiene un significado físico claro, lo que hace difícil 
proponer e interpretar funciones de carga y reglas de daño. Sin embargo, se puede ver 
que kkklkl σφσ =  lo que motiva la búsqueda de una expresión para la fuerza 
termodinámica en términos de cantidades efectivas exclusivamente. 
Esto es posible y se logra si se cambia la variable de daño involucrada en la 
expresión de la disipación ( ) pqd φΞ φ &pqY−=  de pqφ  por la tasa del tensor de daño pseudo-
logarítmico: 
qspqrprs wwL φ&& 2=    o     sqrsprpq wLw && 2
1=φ  (5.63) 
Si los ejes principales de daño permanecen constantes, este nuevo tensor coincide 
con el logaritmo del cuadrado del tensor de integridad inverso 2φln=L . En el caso en 
que los ejes principales de daño rotan, no hay una relación explícita entre ambos 
tensores. Sin embargo, esto no representa una dificultad práctica ya que el daño pseudo 
logarítmico sólo se utiliza en forma de tasa debido a la forma conveniente que presenta 
la fuerza conjugada. Una vez que se obtiene ijL
&  se puede evaluar ijφ&  y luego integrarlo 
numéricamente. 
Con esta nueva variable la derivada del tensor de flexibilidad resulta: 
rs
rs
ijkl
ijkl LL
E
E && ∂
∂=  (5.64) 
( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( )[ ]krjsksjriljklrislsirlrjslsjrikjlkrisksiroo
lrkslskrijkljrisjsiro
o
rs
ijkl
wwwwwwwwwwwwwwww
E
wwwwwwww
EL
E
+++++++++
++++−=∂
∂
φφφφν
φφν
8
1
4
 
(5.65) 
Reemplazando esta derivada en la expresión de la disipación se pueden obtener las 
fuerzas termodinámicas asociadas a la tasa pseudo-logarítmica de daño: 
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mn
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Y
Y &&&&
 (5.66)
Debido a la coaxialidad de ijσ  y ijε , la fuerza conjugada es otro tensor de segundo 
orden simétrico con las mismas direcciones principales y valores principales iguales a: 
)()(2
1
ii εσ=− (i)Y             i=1,3 (5.67)
Esta fuerza conjugada tiene la propiedad de que su primer invariante es igual al valor 
actual de la energía elástica o la energía libre en el problema tratado: 
Ψεσ ===− ukppk2
1
ppY  (5.68)
5.2.4. Función de carga y regla de daño pseudo-logarítmica 
La función de carga se define en términos de la fuera conjugada ijY-  y la historia 
previa: 
0)()( =−= histrfF ij-Y  (5.69)
Los gradientes resultan: 
( ) klijklijijklijkl L
E
n
L
E
Nf σrs
rs
rs
rsrs
rs NNY-
N ∂
∂=∂
∂=∂
∂=     ;       ;     (5.70)
( ) klijklijijklijkl L
E
m
L
E
Mg σrs
rs
rs
rsrs
rs MMY-
M ∂
∂=∂
∂=∂
∂=     ;       ;     (5.71)
Si el modelo es asociado rsrs NM =  , ijklijkl NM =  y ijij nm = . 
El parámetro de endurecimiento se puede escribir como: ( )
rs
pq
pq M
Y
N
σσ λλ rsL
rFH ∂
−∂−∂
∂=∂
∂−=  (5.72)
( )
rs
pq
pq M
Y
N
εε λλ rsrspqrspq L
rFmCnHH ∂
−∂−∂
∂=∂
∂−=+=  (5.73)
Para formular la función de resistencia r, la historia previa resulta naturalmente 
representada por el estado de daño actual. Entonces se puede reemplazar 
rsM



∂
∂=∂
∂
rsL
rr
λ . 
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De esta forma, definida f, se tienen todos los elementos para calcular el multiplicador 
de daño y la rigidez tangente, quedando completa la formulación. 
La forma más simple de definir f es hacerlo en términos de los invariantes de ijY- . 
Esto no contradice la naturaleza anisótropa del daño porque en el espacio de ijY-  sólo 
están involucradas las tensiones y deformaciones efectivas. Si estas son reemplazadas 
en términos de sus correspondientes valores nominales, aparece el tensor de daño y la 
función de carga expresada en el espacio de tensiones o deformaciones nominales 
resulta anisótropa. 
Se puede considerar entonces el espacio de los valores principales de la fuerza 
conjugada (1)Y- , (2)Y- , (3)Y-  como el de la figura. En ese espacio se pueden representar 
conceptos como los de eje hidrostático, plano desviador, superficie de carga F=0 y regla 
de daño, análogos a los usuales en el espacio de tensiones principales en el contexto de 
la teoría de la plasticidad clásica. Ver Figura 5.2. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 5.2. Espacio de los valores principales de la fuerza conjugada 
(1)Y- , (2)Y- (3)Y- . 
La elección de una evolución del daño pseudo-logarítmica y el espacio definido por 
su fuerza conjugada tiene una serie de ventajas interesantes. Se puede demostrar que la 
parte volumétrica de la regla de flujo pseudo-logarítmica, representada en el espacio de 
las fuerzas conjugadas principales por su componente paralela al eje hidrostático, sólo 
causa incrementos de daño isótropo. Por el otro lado, la parte desviadora de la regla de 
flujo pseudo-logarítmica (componentes en el plano desviador) causa sólo incrementos 
de degradación anisótropa. De esta forma, se tiene una separación de efectos clara que 
puede ser muy útil en el desarrollo de modelos específicos. Por ejemplo, es trivial 
verificar que el modelo de daño escalar asociado a (1-d) se recupera con una superficie 
de carga paralela al plano π . 
La condición de que la disipación debe ser siempre positiva, lleva a que la superficie 
de carga debe ser convexa en el espacio ijY-  y debe incluir su origen. Se pueden derivar 
condiciones adicionales para la regla pseudo-logarítmica a partir de su propia definición 
como una medida del daño. El tensor de integridad inverso φ  ha sido definido como un 
3Y−
2Y−
Plano π 
Eje hidrostático
VM
DM
M
1Y−
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tensor que evoluciona entre ij
δ
 e ∞  con el proceso de daño. Si is  denota las 
componentes de un vector unitario genérico, la proyección jiji ss φ  puede ser interpretada 
como la medida geométrica del daño en un plano de normal is . Debido a la naturaleza 
irreversible del daño, resulta razonable suponer que el daño en un dado plano debe 
siempre crecer o permanecer constante, pero nunca decrecer. Esto significa que para 
cualquier orientación is , se debe cumplir que: 
0≥jiji ss φ&  (5.74)
Esto implica que ijφ&  debe ser definido positivo, es decir que sus valores propios 
deben ser positivos o nulos. 
Reemplazando en esta condición ijφ&  en términos de ijL& , se obtiene: 
ipipqpqpqpqp swssssLs =′≥′′=′′     ;     022
1
M
λ&&  (5.75)
En donde la raíz cuadrada del tensor de integridad pi
w
 es no negativa y entonces ps′  
es también cualquier dirección arbitraria. Como el multiplicador inelástico λ&  debe ser 
no negativo, esto implica que regla de daño pseudo-logarítmica pqM  debe ser también 
definida positiva. Es decir que sus valores principales deben satisfacer la condición 
0≥(1)M , 0≥(2)M  y 0≥(3)M . En términos de la representación geométrica en el espacio 
de las fuerzas conjugadas principales, esto implica que el vector que representa la regla 
de daño debe ser parte del octante positivo-positivo-positivo lo cual resulta una severa 
restricción en relación a las reglas de flujo tradicionales en el espacio de tensiones. Por 
ejemplo, modelos asociados con superficies similares a Von Mises o Drucker Prager no 
son admisibles. 
5.2.5. Ejemplo: Modelo Pseudo Rankine generalizado 
En este caso la superficie de carga está definida por la ecuación : 
( ) ( ) ( )[ ] 11111)( ++++ −+−+−=− bbbbf (3)(2)(1)ij YYYY  (5.76)
En esta expresión b es un parámetro no negativo.  
Para 0=b  la superficie 0=F  es idéntica a una parte del plano π . 
rf =−−−= (3)(2)(1) YYY  (5.77)
que corresponde al caso de daño isótropo. El otro caso límite opuesto se da para 
∞→b  en el que la superficie se aproxima a un criterio pseudo-Rankine que en la 
región 0≥−≥−≥− (3)(2)(1) YYY  está dado por: 
rf =−= (1)Y  (5.78)
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Figura 5.3 Representación de la superficie de carga en el espacio de las fuerzas 
conjugadas principales 0=− (3)Y  
Para valores intermedios de b se obtiene una transición continua de superficies entre 
los dos casos extremos. Por ejemplo, para 1=b  se obtiene una esfera. La Figura 5.3 
ilustra la forma de la superficie de carga en el plano 0=− (3)Y . Debe notarse que en 
todos los casos la superficie de carga es suave, no presenta aristas. 
5.2.6. Evolución del umbral de daño o función de resistencia 
Como la historia está representada por las variables de daño, resulta natural suponer 
que r depende de dichas variables. La medida más simple del daño en el contexto del 
modelo presentado es el primer invariante del tensor pseudo-logarítmico de daño, o sea 
3/kkLL = . Se puede demostrar que: 
[ ] [ ])3()2()1(2 )3(2 )2(2)1( ln32lnlnln31 φφφφφφ =++=L  (5.79) 
Pensando sólo en ablandamiento debido a  daño por tracción, la función propuesta 
para )(Lr  es una caída exponencial dependiente de dos parámetros: 
kL
oerhistr
3)( −=  (5.80) 
donde opicoo Er 2/
2σ=  es la energía elástica correspondiente al pico de tensión para 
un ensayo de tracción uniaxial y k se define en términos de la energía de fractura en 
modo I por unidad de volumen fg  como sigue: 
O
(2)(2) YY −− /
O
(1)(1) YY −− /
b =0 
b =0.5
b =1 
b =2 
b =5 
b =15 
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 (5.81)
5.2.7. Comentarios Finales 
Este modelo tiene la ventaja de que las fuerzas termodinámicas asociadas al daño 
tienen un significado físico claro. El modelo de daño completo tiene sólo 5 parámetros, 
las dos constantes elásticas isótropas 
oE  y 
oν , la tensión pico en tracción uniaxial picoσ  
y la energía de fractura fg  y el parámetro de forma b ligado al grado de anisotropía. El 
modelo permite pasar gradualmente de daño isótropo a daño anisótropo de acuerdo al 
valor de ese parámetro. A diferencia de la mayoría de los modelos de daño anisótropo, 
este modelo permite obtener soluciones cerradas para ciertos casos de carga simple 
como tracción uniaxial (que permite interpretar los dos parámetros adicionales en 
función de la resistencia a tracción y la energía de fractura), corte puro, distorsión pura 
y tracción uniaxial previa carga y descarga en tracción uniaxial en la dirección 
perpendicular. 
 
5.3. Modelo de Daño Direccionado  
(Luccioni  y Oller 2002) 
5.3.1 Introducción 
En este modelo se presenta el problema desde una óptica ya conocida basada en la 
formulación de la teoría de grandes deformaciones (Voyiadjis et al 2000). Aunque 
físicamente no hay ninguna relación  entre estos dos fenómenos, matemáticamente 
puede establecerse una comparación al nivel de formulaciones. La unificación de la 
formulación trae una considerable ventaja a la hora de la implementación en códigos de 
ordenador ya existentes que están orientados al estudio del problema de grandes 
deformaciones. 
5.3.2. Interpretación del daño 
El daño puede interpretarse matemáticamente como una transformación cinemática 
entre dos espacios (ver Figura 5.4). Para ello se acepta que existe un espacio ficticio no 
dañado, que se obtiene a partir del espacio real dañado quitando el daño (ver Figura 
5.4). En el espacio ficticio no dañado el material se comporta como si fuera virgen. 
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Espacio real dañado   Espacio ficticio no dañado 
Figura 5.4 Correspondencia entre espacios “Ficticio no dañado” y “Real dañado” 
 
Se admite que hay una relación biunívoca entre los dos espacios que permite 
transformar una variable del espacio ficticio no dañado al otro espacio real dañado. 
Dicha relación se basa en un cambio que puede expresarse en forma análoga a una 
transformación cinemática, lo que da lugar a las expresiones, 
klijklkl
T
jlikij Mmm σσσ ==  (5.82) 
klijklkljl
T
ikij Mmm ε=ε=ε −−− 11  (5.83) 
Donde puede observarse que la transformación del campo de deformaciones resulta 
del concepto conjugado de tensiones a través de la ley constitutiva del material.  
La transformación inversa de espacios se expresa a través de las siguientes 
relaciones, 
klijklkljl
T
ikkl
T
ljkiij Mmmmm σ=σ=σ=σ −−−−− 111  (5.84) 
klijklkl
T
jlikkllj
T
kiij Mmmmm ε=ε=ε=ε  (5.85) 
En el espacio ficticio no dañado se tiene una ecuación constitutiva isótropa 
correspondiente al material virgen, 
                  CCC oijklijklklijklij == εσ  (5.86) 
tal que reemplazando en ella las transformaciones inversas (ecuaciones (5.84)(5.85)), 
resulta la ecuación constitutiva en el espacio real, 
tuijtuij
turstuklrsijklij
rsklrsijklklijklij
C
MCM
CMM
εσ
εσ
εσσ
=
=
==
 (5.87) 
Donde el tensor constitutivo secante en el espacio dañado se expresa como, 
T
nsmrklmn
T
jlikmnrsklmnijklijrs mmCmmMCMC ==  (5.88) 
C
ε
σ
C
ε
σ
ijm
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Si el tensor ijm  es simétrico, resulta un tensor constitutivo ijrsC  simétrico pero, en 
general, no isótropo.  
La energía de deformación resulta, 
WIMMW klklrsklklrsrsijrsklijklijij =εσ=εσ=εσ=εσ= − 2
1
2
1
2
1
2
1 1  (5.89)
donde queda claro, como se esperaba, que la energía es un invariante ante los 
cambios de espacio.  
El tensor jiij xxm ∂∂==m , al igual que el tensor gradiente de deformaciones, es un 
tensor bi-puntual que vincula los dos espacios antes definidos. En el caso de daño 
direccionado la transformación de coordenadas no tiene una interpretación física directa 
como el gradiente de deformaciones, por lo que es necesario obtener el tensor m a partir 
del concepto de reducción del área efectiva. Esto permite utilizar la relación cinemática 
entre elementos de área correspondientes a los dos espacios definidos, para encontrar el 
tensor de transformación ijm=m . Ver Figura 5.5. 
 1 mm
A
A
ij
j
i −=∂
∂  (5.90)
Donde idA  es la proyección del elemento de área efectiva del sólido dañado, 
dA ,sobre el plano normal al eje ix  y iAd  es la proyección del elemento de área efectiva 
del sólido ficticio no dañado, Ad , sobre el plano normal al eje ix . De aquí resulta la 
definición del tensor de transformación de espacio como una relación de áreas efectivas,  
 
11/2 −




∂
∂
∂
∂=
j
i
j
i
ij A
A
A
Am  (5.91)
 
Particularización de la formulación al caso de daño escalar 
A continuación, se particulariza esta formulación a un caso simple de daño escalar 
para ilustrar el concepto físico que introduce la definición expresada mediante la 
ecuación (5.90). Así, para este caso particular, la relación de áreas efectivas queda 
expresada por, 
 )1( -d
A
A
ij
j
i δ=∂
∂  (5.92)
Debe observarse que la expresión (5.92) corresponde a una relación de áreas 
efectivas y, en ese sentido, coincide con la interpretación de Kachanov (1958) en la que 
se supone que el área efectiva se reduce debido al daño en un factor )1( -d . 
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Espacio real dañado   Espacio ficticio no dañado 
Figura 5.5 Correspondencia de áreas efectivas entre espacios “Ficticio no dañado” y 
“Real dañado” 
 
Sustituyendo la relación de áreas (5.92) en la expresión (5.91), resultan las siguientes 
expresiones para los tensores de transformación ijm  y ijklM , 
ijij dm δ−= 2/1)1(            )1( dmmM jlikTjlikijkl −δδ==  (5.93) 
tal que reemplazados en las ecuaciones (5.87) puede escribirse la siguiente ley 
constitutiva, 
ijij d σ−=σ )1(  (5.94) 
   )1()1( 2 klijklklijklklijklij CCdCd ε=ε−=ε−=σ  (5.95) 
donde ijklijkl CdC 2)1( −=  es tensor constitutivo secante degradado. 
Si bien la ecuación (5.94) es idéntica a la correspondiente de la teoría de daño escalar 
de Kachanov, no ocurre lo mismo con la ecuación (5.95) y el correspondiente tensor 
constitutivo secante degradado. Esto se debe a que el tensor elástico degradado utilizado 
por Kachanov se obtiene a partir del concepto de equivalencia de deformaciones y no de 
energía como ocurre en esta formulación particular de daño escalar.  
Extensión al caso de daño direccionado 
Teniendo en cuenta que idA  representa la proyección del elemento de área efectiva 
sobre un plano normal al eje ix  (ver Figura 5.6) definida por, 
kjijki xdxedA δ=  (5.96) 
la ecuación (5.92) puede extenderse al caso de daño direccionado de la siguiente 
manera, 
ijm
dA Ad
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(5.97)
donde el símbolo ∧ se utiliza para indicar que el sistema de referencia coincide con 
las direcciones principales de daño y kd  son los valores principales del tensor de 
degradación ijd  que, referido a las direcciones principales de daño, resulta un tensor 
diagonal, 
kjkikij dd δδ=ˆ  (5.98)
 
Figura 5.6 Area efectiva elemental 
La ecuación (5.97) responde a la interpretación física de que el área efectiva de un 
elemento, con normal en una dada dirección del espacio, se reduce por efecto del daño 
en las dos direcciones ortogonales correspondientes al plano tangente. 
Reemplazando la expresión (5.97) en la ecuación (5.91) se obtienen las definiciones 
de los tensores de transformación de espacios para este caso particular, 
1/2
11/2
)( ˆ
ˆ
ˆ
ˆ
ˆ
kjkikij
j
i
s
r
ij d-
A
A
A
Am δδδ=








∂
∂
∂
∂=
−
 (5.99)
1/2
lm )(ˆ mkmkljlikkljlikij d-aamaam δδδ==     ;        )ˆ,cos( jiij xxa =  (5.100)
De la ecuación (5.100) es evidente que el tensor ijm es simétrico, lo cual, como ya se 
señaló, asegura la simetría del tensor elástico secante. 
        dA
ix
jx
kxj
dx
kxδidA
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Resulta, además, el siguiente tensor de daño direccionado,  
2/12/1 )()(ˆˆˆ nlnjnjlmkmimik
T
jlikijkl ddmmM δδδδδδ −−==  (5.101) 
T
nsmrlsjnkrimmnrslskrjnimijkl mmaaaaMaaaaM ˆˆ
ˆ ==  (5.102) 
5.3.3. Bases termodinámicas y definición del modelo de daño direccionado 
Se presenta una descripción dual de los principios fundamentales: una forma basada 
en el campo primario, donde la variable libre del problema es la deformación y una 
alternativa basada en el campo complementario donde la variable libre es la tensión. 
Esta última definición en el campo complementario facilita la formulación de la regla de 
flujo donde están contenidas las direcciones preferentes del daño. 
La elección de las variables termodinámicas se realiza teniendo en cuenta la 
interpretación del daño presentada en el apartado anterior. 
Bases termodinámicas en el campo primario 
A continuación, se definen en forma resumida las bases en que se fundamenta este 
modelo, 
La energía libre por unidad de volumen se define como, 
jijiklrsijklijiij KmC ααεεχεΨ 2
1)(
2
1),( +=  (5.103) 
Donde ijε es la variable libre del problema, { }iiji m αχ ,=  representa el conjunto de 
variables internas necesarias para controlar el comportamiento del sólido sometido a 
daño direccionado, compuesta de la variable interna de daño o tensor de transformación 
entre el espacio dañado y el virgen ijm  y de la variable interna de endurecimiento jα , 
ijK es el tensor de endurecimiento y )( rsijkl mC el tensor constitutivo degradado según la 
evolución de la variable interna de daño ijm . 
Siguiendo la formulación de la segunda ley de la termodinámica y considerando la 
energía libre antes formulada, se llega a la siguiente expresión de la disipación 
mecánica,  
0≥∂
∂−



∂
∂−=+−= i
i
ij
ij
ijijijm χχ
Ψεε
ΨσεσΨΞ &&&&  (5.104) 
de donde se deducen las denominadas ecuaciones constitutivas del sólido en 
cuestión, luego de establecer las condiciones de Colleman necesarias para que exista 
una disipación no negativa, 
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tal que las variables internas conjugadas pueden agruparse de la siguiente forma, 
χ
α
=






−−=
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∂
∂−
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∂
∂−
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αΨ
Ψ
q
ym
Y
m
iY  (5.106)
Donde my  es la variable interna conjugada de la variable interna de daño m y q  
representa las variables conjugadas de las variables de internas de endurecimiento, 
jrsij
i
i mKq αα
Ψαα )(−=∂
∂−==q  (5.107)
Bases termodinámicas en el campo complementario 
La energía libre complementaria por unidad de volumen se puede obtener como una 
función conjugada de la energía libre primal (ecuación (5.103)), a través de 
transformación de Legendre-Fenchel , 
{ }
αα
ε
σσχσΨ
χεΨεσχσΨ
jijikl
m
rsijklijiij
iijijijiij
qKqyC
2
1)(
2
1),(
),(máx),(
1 −=
−=
−  (5.108)
Donde ijσ es la nueva variable libre del problema, { }αχ imiji qy ,=  representa el 
conjunto de variables internas necesarias para controlar el comportamiento del sólido 
sometido a daño direccionado, compuesta por la variable interna de daño 
complementaria mijy  y de la variable interna de endurecimiento complementaria 
α
jq , 
1−= ijij KK  es el tensor de endurecimiento complementario y )( mrsijkl yC  el tensor 
constitutivo degradado según la evolución de la variable interna de daño 
complementaria. 
Nuevamente, siguiendo la formulación de la segunda ley de la termodinámica y 
considerando la energía libre complementaria antes formulada, se llega a la siguiente 
expresión de la disipación mecánica,  
0≥χχ∂
Ψ∂+σ


 ε−σ∂
Ψ∂=εσ−Ψ=Ξ i
i
ijij
ij
ijijm
&&&&  (5.109)
Luego de establecer la condición de Colleman, para garantizar disipación positiva, 
resultan las siguientes leyes constitutivas, (ver Lubliner 1990), 
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tal que las variables internas conjugadas ijm=m  y las de endurecimiento iα=α  que 
aquí intervienen, pueden agruparse de la siguiente forma, 
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5.3.4. Regla de flujo 
Se acepta que la ecuación de la disipación (5.105)   0≥= iim Y χΞ & puede ser escrita 
mediante una función convexa del tipo 0)χ( ≥&D  que depende sólo de las variables χ&  y 
de las variables de estado termodinámicas en un tiempo dado. Se puede definir entonces 
el denominado pseudopotencial de disipación como la siguiente función convexa, 
t
dttD
t
),()(
0∫=ϕ χχ &&  (5.112) 
A través de la transformada de Legendre-Fenchel es posible encontrar el 
pseudopotencial complementario, 
{ })(máx)( χχYY &&
&
ϕ−⋅=ϕ
χ
 (5.113) 
que es la función indicadora de un espacio convexo L en el espacio complementario 
y permite definir la evolución de la variable χ& , mediante la siguiente regla de 
normalidad, 
( )
Y∂
∂= Yχ ϕλ&&   con 0≥λ&    para    L∂∈Y  
0=χ&      para    L∈Y  
(5.114) 
donde 0=F  y G =0 son las ecuaciones de superficies convexas cerradas en el espacio 
complementario. 
Particularizando la regla de flujo expresada en Ec.(5.114), al modelo que se presenta 
en este trabajo se tiene, 
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tal que F y G representan las funciones umbral de daño y de potencial de daño 
respectivamente.  
5.3.5. Función umbral de daño 
Se proponen las siguientes ecuaciones para F y G  
01~~
2
1;01~~
2
1 =−==−= ijijijij yyGyyF  (5.116)
donde las fuerzas termodinámicas mapeadas se definen como, 
m
rsklrsijklklijklij yAAyAy
~~~ ==  (5.117)
siendo ijklA
~
 un tensor diagonal de transformación que contiene el control del 
endurecimiento en direcciones ortogonales. Para el caso en que el endurecimiento en 
una dirección esté totalmente desacoplado del endurecimiento en las otras direcciones, 
el tensor ijklA
~
, referido a las direcciones principales de daño, puede escribirse como, 
[ ] 25 )(     ;   
2
     ;    
~ −=== rlrjrjlsksisoikjlikijkl mCmEBCBA σδδδδ  (5.118)
Donde oE  es el módulo de elasticidad del material en estado virgen, sm  los valores 
principales del tensor de daño ijm y )( rmσ  es la tensión de comparación que puede 
obtenerse de curvas de respuesta uniaxiales. 
ijklA  es un tensor que permite preservar la convexidad de la superficie de daño en el 
espacio de tensiones y fuerzas termodinámicas. Expresado en las direcciones principales 
de tensión, es diagonal y tiene la siguiente forma, 
""  sobre suma no   ,       
   0  si   0
   0  si   1
)1( ln
2
mr
rnA
m
m
m
m
m
mnkmjnimmlmkmjmimijkl


<σ=
>σ=
σ
σ=
δδδδδ+δδδδ−=
 (5.119)
Donde el factor n  representa la relación entre las resistencias correspondientes de los 
umbrales de daño en compresión y tracción uniaxial. 
Convexidad de la superficie de daño. 
Con el objetivo de mostrar distintos aspectos de la superficie de daño, definida en el 
espacio de tensiones, se expresa  la ecuación (5.116) en términos de las componentes de 
tensión para problemas uniaxiales de tracción y compresión,  resultando las siguientes 
expresiones, 
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( )( ) 0121
2
1 =−
mσ
σ
     ; Compresión uniaxial (5.120) 
( )( ) 0121
2
1
2
=−σ
σ
m
n ; Tracción uniaxial (5.121) 
1m  es la única componente distinta de la unidad de la diagonal del tensor ij
m , que 
permite la transformación entre el espacio dañado y el virgen. La tensión 1σ  representa 
la única componente activa del tensor de tensiones σ , por lo tanto es a la vez tensión 
principal mayor )0(,0 321 ==> σσσ  en el caso de tracción y menor 
)0(,0 321 ==< σσσ  en el caso de compresión.  
El tensor ijklA  representa la identidad de 4to orden para 1=n  y la superficie de daño, 
tiene la forma mostrada en la Figura 5.7a) en el espacio de tensiones principales. Esta 
misma superficie, se representa en el cuadrante negativo del espacio de las fuerzas 
termodinámicas principales, siguiendo la ecuación (5.116) (ver Figura 5.7b). La 
superficie de daño definida por 0)( =mijyF , en este último espacio, es convexa 
cumpliendo la hipótesis termodinámica de partida. 
 
Figura 5.7 Superficie umbral de daño para 1=n , representada en: a) el plano de 
tensiones principales 03 =σ ; b) en el plano de fuerzas termodinámicas principales. 
Para 1≠n  el tensor ijklA , definido para asegurar la convexidad de la superficie de 
daño en el espacio de fuerzas termodinámicas, ya no coincide con el tensor identidad. 
En la figura siguiente se muestra la superficie de daño para n=5, en el espacio de 
tensiones principales (Figura 5.8a) y en el espacio de las fuerzas termodinámicas 
principales (Figura 5.8b), respectivamente  
a) b) 
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En la Figura 5.8b), las cuatro curvas dibujadas corresponden a distintas 
combinaciones en los signos de las tensiones principales. Es claro, nuevamente, que 
para 1≠n , resulta 0)( =mijyF  convexa. 
Figura 5.8 Superficie umbral de daño para 5=n , representada en: a) el plano de 
tensiones principales 03 =σ ; b) en el plano de fuerzas termodinámicas principales. 
5.3.6. Evolución del daño 
El factor de consistencia λ&  que define la evolución del daño, se obtiene de la 
condición de consistencia de daño. Esto es, 
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Sustituyendo en esta última expresión la regla de normalidad, ecuación (5.115), se 
obtiene el factor de consistencia buscado, 
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5.3.7. Tensor de rigidez tangente 
Derivando la relación constitutiva secante se obtiene: 
a) b) 
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Y reemplazando el parámetro de consistencia de daño: 
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 (5.124) 
 
5.3.8. Regla de endurecimiento y evolución del umbral de daño. 
En este apartado se introduce la definición de la evolución del daño a partir de los 
resultados de un ensayo uniaxial y también la modificación de la forma que sufre la 
superficie de daño debido al daño direccionado. Para simplificar la interpretación de los 
resultados, se trabaja con el caso de una superficie umbral con n=1.  
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Función de endurecimiento 
Para definir el endurecimiento hace falta conocer la función ( )1mσ  que interviene en 
el tensor de mapeo jlC  de ecuación (5.118). La misma puede obtenerse a partir de un 
ensayo uniaxial. Supóngase el caso particular de una función de endurecimiento )(εσ  
bilineal con pendiente de endurecimiento H como el de la Figura 5.9. 
Figura 5.9 Curva de endurecimiento uniaxial lineal positivo y negativo 
Partiendo de la siguiente igualdad, que representa la ley constitutiva de daño 
uniaxial,   


>−+=
≤===−=
  si  )(
  si  
)1( 42
ododd
odo
oo /E/EH
/EE
EmEd σεσεσ
σεεεεσ  (5.125)
y de la función de endurecimiento bilineal, se obtiene la  tensión, 
)1(
)( 44
4
mHEm
Em
m
o
do
−−=
σσ  (5.126)
En un caso más general, para una función )(εσ  cualquiera, la expresión de ( )mσ  
puede obtenerse numéricamente. 
Evolución de la superficie umbral de daño 
Una vez deducida la función de endurecimiento, se aborda a continuación la 
evolución de la superficie umbral de daño. En particular, interesa estudiar qué ocurre 
cuando el material endurece o ablanda en la dirección de carga, y su influencia en el 
umbral de daño en la dirección perpendicular a ésta. 
Se considera un material cargado en la dirección principal mayor x1 hasta que el 
endurecimiento haga llegar la tensión a 1.2 veces el umbral de daño inicial y se supone 
que eso corresponde a 8.01 =m . Puede observarse que, para ese estado de carga, de 
acuerdo a la ec.(5.115), no hay daño en las otras dos direcciones. 
Si se adopta la definición dada por las ecuaciones de la superficie de daño (5.116) a 
(5.119) para n=1, se obtiene el gráfico de la Figura 5.10 para la superficie inicial 
(interna) y degradada  (externa). 
Puede verse que el endurecimiento en una dirección no afecta al umbral de daño en 
la dirección perpendicular. Esto se debe a la particular definición del tensor de mapeo 
ijklA
~
 de ec.(5.118). En realidad, en los materiales existe un cierto grado de acoplamiento 
en el endurecimiento entre las distintas direcciones. Este efecto, que es un dato del 
ε ε
σσ
2)1( dE o − 2)1( dE o −
oE o
E
H
H
dσ  dσ
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material, se puede tener en cuenta cambiando la definición de ijC  de ecuación (5.118) 
por la siguiente, 
[ ]{ } 2 det)1( −β+β−σδδ= klrrjririj mImC  (5.127) 
Donde 10 ≤≤ β  define el grado de acoplamiento, cuando es 0=β no hay 
acoplamiento e rI  representa un vector columna cuyos elemento son iguales a 1.  
 
 
Figura 5.10: Función umbral de daño previo al daño (superficie interna), y posterior al 
daño, (superficie externa). 
5.3.9. Consideración de la anisotropía inicial 
Para tener en cuenta la anisotropía inicial se introduce una nueva transformación de 
espacios (ver Figura 5.11) (Oller et al 1995, Luccioni 1993). Se supone que existe un 
tercer espacio llamado espacio isótropo ficticio no dañado tal que la ley de daño referida 
a ese espacio es similar a la de un material inicialmente isótropo. Se pueden escribir 
entonces las siguientes relaciones,  
klijklkl
T
jlikij Www σσσ ˆˆ ==  (5.128) 
rsijrsrs
T
jsirkl
T
jlikij Mmmmm σσσσ ˆˆˆˆˆ ===     
rsijrsij M εε ˆˆ 1−=  
(5.129) 
Donde ijσˆ  y ijεˆ  son los tensores de tensión y deformación en el espacio isótropo 
ficticio no dañado y ijmˆ  es un tensor de transformación de segundo orden definido 
como, 
krikir wmm =ˆ   ;  TlsTjlkrikTjsirijrs wmwmmmM == ˆˆˆ  (4-130) 
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krw  es un tensor de transformación constante que contiene información relacionada 
con la anisotropía inicial. Referido a los ejes principales de anisotropía, este tensor 
puede ser expresado como sigue, 
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(5.131)
Donde diσ  es el umbral de daño en compresión uniaxial en la dirección i y dσ  es el 
umbral de daño de referencia. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 5.11: Correspondencia entre el espacio dañado real, el espacio ficticio no-
dañado, y el espacio isótropo ficticio no dañado. 
 
El tensor secante puede escribirse también como, 
T
nsmrklmn
T
jlikmnrsklmnijklijrs mmCmmMCMC ˆˆ
ˆˆˆˆˆˆ ==  (5.132)
Donde, 
1111ˆ −−−−−− == nsTmrijrsjlTikmnrsijrsijklklmn wwCwwWCWC  (5.133)
En este caso se elige como variable interna al tensor ijmˆ  y las fuerzas 
termodinámicas conjugadas resultan: 
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La función umbral de daño se expresa entonces como )ˆ(ˆ yF , 
01~~
2
1ˆ =−= ijij yyF  (5.135) 
Donde las fuerzas termodinámicas mapeadas ijy
~ se definen como, 
rsklrsijklklijklij yAAyAy ˆ
~~~ ==  (5.136) 
 
En Figura 5.12 se presenta la superficie umbral de daño en el espacio de fuerzas 
termodinámicas y en el espacio de fuerzas termodinámicas isótropo ficticio para para 
n=5 y ( ) ( ) ( ) 1  ;  25.0 232221 === dddddd σσσσσσ . Las cuatro curvas dibujadas en 
cada caso corresponden a diferentes combinaciones de signos de las tensiones 
principales. Es claro que 0)ˆ( =mijyF  resulta convexa para 1≠n . 
En Figura 5.13 se representa la misma superficie de daño en los espacios de 
tensiones real e isótropo ficticio. Esta figura muestra claramente el papel que juega la 
transformación introducida en ecuación (48) cuando ijijm δ=  (umbral de daño inicial). 
La regla de evolución para el tensor de daño de segundo orden resulta en este caso, 
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(5.137) 
 
La ecuación (5.137) muestra que la direccionalidad en el daño es causada no sólo por 
la carga sino también por la anisotropía inicial. 
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a)                        
(b)  
Figura 5.12. a) Superficie umbral de daño en el espacio de las fuerzas 
termodinámicas (n=5), b) Superficie umbral de daño en el espacio de fuerzas 
termodinámicas isótropo ficticio (n=5). 
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Figura 5.13 Superficie umbral inicial de daño en el espacio de tensiones 
principales (interna) y en el espacio de tensiones principales isótropo ficticio (externa) 
(n=5) 
5.3.10. Implementación numérica 
Se utiliza un algoritmo de tipo retorno mapeado para la integración de las ecuaciones 
constitutivas de daño. Se linealiza el umbral de daño entre dos iteraciones consecutivas 
y a partir de allí se obtiene una forma de actualizar iterativamente las variables del 
problema. Si k-1 y k son dos iteraciones consecutivas en el proceso de iteración de la 
ecuación constitutiva, la función de daño en la iteración k puede escribirse como: 
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(5.139) 
De esta última ecuación se puede obtener el factor de consistencia de daño como: 
11
1
−−
−




∂
∂




∂
∂
−=λ∆
k
m
ijkij
k
y
G
m
F
F   
(5.140) 
Con el factor de consistencia de daño se puede actualizar el tensor de daño y el 
tensor de tensiones. 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) pqktuqktprstuktjskirkij mmCmm εσ =  
(5.142)
Este proceso se repite en forma iterativa hasta lograr convergencia o sea hasta que se 
cumpla la condición de daño. A continuación se esquematiza el algoritmo de 
integración de la ecuación constitutiva en cada punto de integración, para el caso 
particular de materiales inicialmente isótropos. 
 
1) Obtención del incremento de desplazamiento para el paso “n” a partir de la ecuación de equilibrio 
escrita de acuerdo al esquema de elementos finitos: niu∆  
2) Obtención del incremento de deformaciones y actualización de las deformaciones:  
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3) Inicialización de variables para el predictor elástico 0=k                     
( ) ( )
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4) Obtención de las direcciones principales de daño a partir de “tensor de daño de segundo orden” ijm  
( ) )ˆ,cos( jinkij xxa =  
5) Rotación de los tensores de tensión y de deformación a las direcciones principales de daño 
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6) Evaluación de las fuerzas termodinámicas : ( )n
k
m
ijy  ; ( )nkijy   ; ( )nkijy~  en las direcciones principales de 
daño 
7) Verificación del umbral de daño 
Si    ( ) 0~ < nkijyF      comportamiento elástico →  15) 
8) Evolución del daño k=k+1 
9) Evaluación del parámetro de consistencia de daño kλ∆ : 
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10) Obtención del incremento del tensor de segundo orden de daño en las direcciones principales de 
daño  
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∂
∂∆=∆ λ  
11)  Rotación del incremento del tensor de segundo orden de daño a las direcciones globales de 
referencia: 
( ) ( )n
krsjsir
n
kij
maam ˆ∆=∆  
12) Actualización del tensor de segundo orden de daño: 
( ) ( ) ( )n
kij
n
kij
n
kij
mmm ∆+= −1  
13) Actualización del tensor de tensiones 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) npqnktuqnktprstunktjsnkirnkij mmCmm εσ =  
14) Fin del proceso de linealización → 4) 
 
15) Definición de los tensores de tensión, de daño y de rigidez secante correspondientes al incremento 
de carga: ( ) ( )n
kij
n
ij σ=σ    ; ( ) ( )nkijnij mm =   ; ( ) ( ) ( ) ( ) ( )nktuqnktprstunktjsnkirnijpq mmCmmC =  
16) Evaluación del tensor constitutivo tangente 
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17) Fin del proceso de integración de la ecuación constitutiva.  
 
5.3.11. Ejemplos de verificación 
a) Carga y descarga en dos direcciones ortogonales 
Un problema de interés práctico es la influencia en la respuesta uniaxial de una carga 
y descarga uniaxial previa en la dirección ortogonal. A continuación, se muestran los 
resultados obtenidos para un material inicialmente isótropo, cuando se lo carga en una 
dirección, se descarga y luego se vuelve a cargar en la dirección perpendicular a la 
primera carga como se indica en la Figura 5.15. En este ejemplo las direcciones 
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principales de daño coinciden con las direcciones principales de tensión y el tensor de 
daño ijm , referido a las direcciones principales, resulta diagonal. 
El material a estudiar tiene las siguientes propiedades: módulo elástico inicial 
Eo=35000 MPa, coeficiente de Poisson ν=0.2, endurecimiento lineal H=5000 MPa, 
umbral inicial de daño en compresión coσ =30 MPa, relación entre umbrales de daño en 
compresión y tracción uniaxial n=10, acoplamiento direccional 0=β . 
1ª Carga 2ª Carga
1σ
1ª Carga
2ª
 C
ar
ga
1σ
2σ
2σ
 
Figura 5.14: Historia de carga en el espacio de tensiones principales 03 =σ  
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Figura 5.15: Curvas tensión-deformación correspondientes a la primera y segunda etapa 
de carga respectivamente 
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En la Figuras 5.15 se presentan las curvas tensión-deformación correspondientes. 
Puede observarse que el material pierde rigidez en la dirección de la carga pero no en la 
dirección perpendicular. 
En la Figura 5.16 se presentan las curvas umbrales de daño en las distintas etapas del 
ensayo en el espacio de tensiones principales. Se observa nuevamente que se produce un 
endurecimiento direccionado del material, en la dirección de carga y no en la dirección 
ortogonal, lo cual es coincidente con 0=β . 
 
Figura 5.16 Curvas umbrales de daño: inicial (interna), después de la primera etapa de 
carga (intermedia) y final (externa),  en el espacio de tensiones principales 
 
b) Rotación de las direcciones principales de tensión 
Para analizar el comportamiento del modelo de daño direccionado propuesto bajo 
condiciones de carga generales se realiza, a continuación, el ensayo numérico propuesto 
por Willam que ha sido utilizado por otros investigadores para probar modelos de daño 
y fisuración. 
El ensayo consiste en dos etapas de carga. En la primera etapa de carga se aplica una 
tensión uniaxial en la dirección x hasta alcanzar el umbral de daño. En la segunda etapa 
se aplican incrementos de deformación xyyx εεε ,,  en las proporciones 1,1.5,1, 
manteniendo las componentes de tensión 0=== zyzxzz ττσ . La historia de 
deformación se muestra en la Figura 5.17. La segunda etapa de carga corresponde a una 
extensión en las direcciones x e y acompañada de una rotación de las direcciones 
principales de deformación. 
Las propiedades del material son las siguientes: módulo elástico inicial: Eo=107 kPa, 
coeficiente de Poisson: ν=0.2, umbral inicial de daño en tracción: coσ =104 kPa, energía 
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de Fractura: Gf=15 kPa m, relación entre umbrales de daño en compresión y tracción 
uniaxial: n=1, acoplamiento direccional: 0.5. El comportamiento del material en 
tracción uniaxial está caracterizado por un ablandamiento exponencial como el de la 
Figura 5.18. 
Figura 5.17. Historia de deformaciones prescripta 
 
Figura 5.18. Respuesta en tracción uniaxial 
 
En las Figuras 5.19 y 5.20 se muestra la variación de las componentes de tensión que 
se obtiene con un modelo de daño escalar explícito y con el modelo de daño 
direccionado presentado para la historia de deformación indicada en la Figura 5.17. Es 
clara la diferencia entre la respuesta del modelo de daño escalar y el modelo de daño 
direccionado. La anisotropía inducida por el daño es importante cuando la falla se 
produce por extensión multiaxial, como en los problemas de corte-tracción. 
 
-1.E-03
0.E+00
1.E-03
2.E-03
3.E-03
4.E-03
5.E-03
0.E+00 1.E-03 2.E-03 3.E-03 4.E-03
 Strain εx  
St
ra
in
xε
yε
xyε
0.E+00
2.E+03
4.E+03
6.E+03
8.E+03
1.E+04
0.E+00 1.E-03 2.E-03 3.E-03 4.E-03
Strain
St
re
ss
 [k
Pa
]
Modelos de daño direccionado 
 
5.40 
Las curvas obtenidas con este último modelo tienen el mismo aspecto que las 
obtenidas por Carol et al (2001a, 2001b), evidenciando inversión en el signo de las 
tensiones tangenciales y sustancial aumento de la tensión en la dirección y respecto del 
modelo de daño escalar. 
 
Figura 5.19. Evolución de las componentes de tensión en función de la deformación xε  
obtenida con un modelo de daño escalar 
 
Figura 5.10. Evolución de las componentes de tensión en función de la deformación xε  
obtenida con el modelo de daño direccionado propuesto. 
 
En la Figura 5.21 se muestra una comparación con los resultados obtenidos por Carol 
et al (2001a, 2001b) para el mismo ensayo, donde es claro que los resultados son 
similares.  
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Figura 5.21 Comparación con los resultados obtenidos por Carol et al (2001a, 2001b) 
 
En la Figura 5.22 se muestra la evolución de los ángulos entre el eje y la dirección de 
máxima tensión, deformación principal y daño principales obtenidas con el modelo de 
daño direccionado y su comparación con los correspondientes a un modelo de daño 
escalar. Es claro que, en contraste con lo que ocurre con el modelo de daño escalar que 
es isótropo, el modelo de daño direccionado conduce a direcciones principales de 
tensión no coincidentes con las direcciones principales de deformación. 
 
 
Figura 5.22 Evolución del ángulo entre el eje x y las direcciones principales de tensión, 
deformación y daño 
 
La Figura 5.23 muestra la evolución de las componentes del tensor de daño de 
segundo orden ijm  y su comparación con el valor diagonal d−1  correspondiente al 
caso de daño escalar. 
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Figura 5.23 Evolución de las componentes del tensor de daño de segundo orden 
5.3.12. Ejemplo de aplicación. Tracción combinada con corte en hormigón 
Se presentan en este punto los resultados de la reproducción numérica de los ensayos 
de Van Mier et al (1991) que sometieron especimenes de hormigón como el de la Figura 
5.24 a tracción, corte por tracción, corte por compresión y tracción combinada con 
corte. La Figura 5.25 ilustra la malla de elementos finitos utilizada. Para el material se 
utilizó un módulo de elasticidad inicial Eo=30000 Mpa, coeficiente de Poisson =0.2, 
umbral inicial de daño en compresión uniaxial coσ =30 Mpa, relación entre umbrales de 
daño en compresión uniaxial y tracción uniaxial 1.12/ == tocon σσ , energía de fractura  
0.1kN/m=fG , acoplamiento direccional 4.0=β  y ablandamiento exponencial. 
La Figura 5.26 representa la fuerza de tracción P versus el desplazamiento relativo δ 
para el ensayo de tracción uniaxial. Se presentan los resultados experimentales y los 
obtenidos con un modelo de daño escalar y con el modelo de daño direccionado. Es 
claro que los resultados obtenidos con ambos modelos son similares a los resultados 
experimentales. 
En la Figura 5.27 se presentan los resultados correspondientes a los ensayos de corte. 
No se dispone de resultados experimentales para los ensayos de corte por tracción y los 
correspondientes a corte por compresión no llegan hasta la rotura total. Como en el caso 
de tracción, los resultados de los dos modelos de daño son similares a los 
experimentales. 
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Figura 5.25. Especimenes ensayados por Van Maier et al 
Figura 5.25 Malla de elementos finitos 
 
Finalmente, se estudia la influencia de la fisuración previa por tracción en la 
resistencia al corte. Los especimenes son sometidos primero a tracción con control de 
desplazamientos hasta una determinada apertura de fisuras, y luego descargados hasta 
P=0. Seguidamente se les aplica una carga de corte en tracción manteniendo P=0. Esto 
permite que las fisuras puedan abrirse durante el corte. 
La Figura 5.28 muestra la resistencia al corte como función de la apertura de fisura 
alcanzada en el ensayo de tracción previo, obtenida en los ensayos y con ambos 
modelos de daño comparados. Es claro que el modelo de daño escalar conduce a una 
caída abrupta de la resistencia al corte, proporcional a la caída de la resistencia a 
tracción alcanzada en el ensayo previo, mientras que el modelo de daño direccionado 
sigue aproximadamente la tendencia de los resultados experimentales. 
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Figura 5.26. Ensayo de tracción uniaxial 
 
Figura 5.27 Ensayo de corte 
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Figura 5.28 Efecto de la fisuración previa en la resistencia al corte 
 
5.3.13. Comentarios finales 
El modelo de daño direccionado está basado en la existencia de un espacio ficticio no 
dañado cuyas variables están relacionadas con las correspondientes al espacio dañado 
real a través de una transformación cinemática. Esto permite la utilización de programas 
computacionales originalmente desarrollados para simular deformaciones finitas y hace 
directa la extensión a materiales inicialmente anisótropos y daño anisótropo en grandes 
deformaciones.  
La transformación de espacios definida está basada en una interpretación física del 
daño como una reducción del área efectiva, extendida al caso de daño direccionado. 
Esta interpretación física del daño permite definir el daño direccionado a través de un 
tensor de segundo orden de daño simétrico y conduce a un tensor de rigidez secante 
simétrico. El tensor de daño resulta similar a las simetrizaciones propuestas por otros 
autores (Carol et al 2001a,2001b, Voyiadjis 2000). 
Las ecuaciones básicas del modelo que definen el umbral de  daño y su evolución 
fueron derivadas de la termodinámica de los procesos irreversibles. 
La integración de las ecuaciones constitutivas resultante puede realizarse  con un 
algoritmo de tipo retorno mapeado.  
Los ejemplos de aplicación presentados muestran la capacidad del modelo para 
predecir daño direccionado, no sólo en problemas de carga proporcional sino también 
en problemas que involucran una marcada rotación de las direcciones principales de 
deformación. Los resultados obtenidos son similares a los presentados por otros autores 
a partir de modelos basados en hipótesis diferentes. 
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6. Modelos de daño 
unilateral 
6.1. Introducción 
 
El carácter unilateral del daño está relacionado con el hecho de que el daño, si bien 
es irreversible, puede estar activo o inactivo dependiendo de las condiciones de carga. 
En muchos materiales la reducción de la rigidez en tracción es debida al desarrollo de 
microfisuras y se ha confirmado experimentalmente que la reversión de la carga puede 
cerrar dichas fisuras, con la consiguiente recuperación de rigidez.  
El comportamiento mecánico que puede ser descrito con un modelo de daño 
unilateral se ha esquematizado en la Figura 6.1. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 6.1. Esquema del comportamiento elástico en tracción-compresión con daño y 
una condición unilateral 
 
• Las zonas 0A, B0, 0C, D0 corresponden a un comportamiento elástico, antes 
o después de ocurrido el daño. 
• Las zonas AB y CD corresponden a la evolución del daño. 
• La descarga después del proceso de daño es lineal elástica con una rigidez 
reducida. 
• La condición unilateral aparece durante la descarga cuando 0=ε  (o )0=σ  
  
ε 
σ 
O
A B
CD
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• Cuando se carga en tracción, se descarga y se carga en compresión, se 
recupera la rigidez inicial, correspondiendo esto a la presencia de daño 
inactivo. 
6.2. Condiciones que deben cumplir los 
modelos de daño unilateral 
6.2.1. Capacidad para simular simultáneamente daño unilateral anisótropo  
Chaboche (1992, 1993) revisó la capacidad de varias teorías, basadas en escalares, 
vectores, tensores de segundo y cuarto orden para modelar anisotropía y recuperación 
de rigidez en materiales frágiles inicialmente isótropos como el hormigón y concluyó 
que la mayoría de estos desarrollos eran incapaces de describir simultáneamente el 
carácter anisótropo del daño que está relacionado con la direccionalidad de la historia de 
carga pasada y el carácter unilateral de daño, correspondiente al posible cerrado de 
fisuras bajo cargas de compresión.  
Un modelo de daño unilateral para materiales frágiles del tipo del hormigón debe 
tener capacidad para describir: 
La diferencia en el proceso de daño bajo cargas de tracción y de compresión. 
El cambio de rigidez elástica cuando las tensiones principales (o deformaciones) 
cambian de signo (condición de daño unilateral). 
Es conveniente además que los modelos satisfagan dos condiciones adicionales: 
simetría de la matriz de flexibilidad y continuidad de la respuesta cuando se producen 
condiciones unilaterales.  
6.2.2. Conservación de la energía (Carol 1996, Cormery 2002) 
Por otro lado, Carol (1996) remarcó que, debido a la naturaleza no disipativa del 
fenómeno de apertura y cerrado de microfisuras para un dado estado de daño, la 
formulación de la recuperación debía, de acuerdo a la hiperelasticidad, derivarse de un 
potencial bien definido de manera que la energía se conserve en ciclos cerrados de 
carga. Propuso una forma, basada en el cálculo de la disipación espuria para verificar el 
cumplimiento de esta condición y demostró que la mayoría de los modelos de daño 
unilateral encontrados en la bibliografía, basados en operadores de proyección, se 
comportan bien en el caso de daño escalar pero exhiben disipación espuria cuando son 
utilizados para simular daño anisótropo. 
La conservación de la energía debe ser analizada para un dado estado de 
microfisuración e historias de carga que producen la apertura o cerrado de estas 
microfisuras sin producir fisuración adicional (daño adicional). Bajo estas condiciones, 
para carga no proporcional, se obtiene, en general, una respuesta no lineal debido al 
carácter unilateral del daño. Sin embargo, como el daño no se propaga, la energía debe 
conservarse en ciclos cerrados de carga. Carol (1996) propone la siguiente forma para 
calcular la disipación espuria para un ciclo de carga en modelos de daño unilateral: 
MECÁNICA DE DAÑO CONTINUO 
 
6.3
kl
cted
ac
ijklijkl
cted
ac
ijklij
ctedcted
ijij
sp EC σσεεΨεσΞ
)()( 2
1
2
1
====
=−=−= &&&&  (6.1)
De esta manera la verificación de que Ψ  es un potencial bien definido se reduce a 
verificar que 0≡spΞ  
A continuación se presentan algunos modelos de daño unilateral existentes en la 
bibliografía y se analizan estos aspectos. 
 
6.3. Modelo de daño unilateral con 
variables escalares (Mazars and Pijaudier Cabot 1989) 
Este modelo supone que el material es elástico frágil. Utiliza dos variables de daño 
tD  y cD  para tensiones de tracción y de compresión respectivamente. Para tener en 
cuenta la condición unilateral en las tensiones, se introduce una descomposición del 
tensor de tensiones en una parte positiva +ijσ  y una parte negativa −ijσ  , tales que 
−+ += ijijij σσσ , definidas como sigue en las direcciones principales de tensión: 
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La energía libre complementaria se escribe como: 
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De donde se obtiene la ley constitutiva secante como: 
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Las fuerzas termodinámicas asociadas a las variables de daño están dadas por: 
t
t D
Y ∂
∂= Ψ       
c
c D
Y ∂
∂= Ψ                   (6.5)
De manera que la disipación debida al daño se escribe como: 
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cctt
d DYDY && +=Ξ        (6.6) 
La superficie de carga se expresa como un criterio doble: 
( )( ) 0),( 0),( ≤−= ≤−= ccccijc ttttijt DKYDg
DKYDg
ε
ε
       (6.7) 
La figura 6.2. ilustra la forma de la superficie de carga en el espacio de tensiones 
principales 03 =σ . En la misma ( ) ttot KDEK −=′ 12  y ( ) ccoc KDEK −=′ 12  
Figura 6.2. Superficie de carga para el modelo de daño unilateral con dos variables 
escalares en el espacio de tensiones principales 03 =σ . 
 
Este modelo de daño no puede reproducir anisotropía inducida por daño. Sin 
embargo, es simple, conduce a un tensor de flexibilidad secante simétrico y garantiza la 
continuidad de la respuesta de deformación para cualquier historia de tensión. 
Tratándose de un modelo de daño isótropo no da lugar a la generación de energía 
espuria (Carol 1996). 
El modelo de Oliver et al (Faría et al 1998) descrito en el capítulo 7 es también un 
modelo de desactivación del daño con dos variables escalares, basado en una 
descomposición espectral del tensor de tensiones, pero derivado a partir de la energía 
libre en lugar de la energía libre complementaria. 
6.4. Modelo de Daño Anisótropo (Ju 1989) 
 
Este modelo utiliza como variable interna un tensor de daño de cuarto orden. La 
particular elección realizada por Simo y Ju (1987a) es considerar al tensor de rigidez 
mismo como variable interna. 
La densidad de energía libre se escribe entonces como: 
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La expresión secante y las fuerzas termodinámicas conjugadas resultan: 
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El efecto unilateral de apertura y cerrado de microfisuras se introduce a través de una 
descomposición espectral del tensor de deformaciones: 
∑
=
= 3
1i
i
l
i
kikl nnεε  (6.10)
Donde iε  es la i-ésima deformación principal y ikn  , en este caso, representa un 
vector en la dirección principal de deformación i. 
Se definen los operadores de proyección espectral siguientes: 
∑
=
= 3
1i
i
l
i
kkl nnQ      ∑
=
+ = 3
1
)(
i
i
l
i
kikl nnHQ ε  (6.11)
Donde H es la función escalón tal que: 1)( =iH ε  para 0>iε  y 0)( =iH ε  para 
0<iε . 
El tensor de proyección positiva de cuarto orden se define como: 
lbkajbiaijkl QQQQP
+++ =  (6.12)
De manera que: 
klijklij P εε ++ =  (6.13)
Con esta notación, se define la pérdida del tensor de rigidez total como: 
ijkl
o
ijkl
d
ijkl CCC −=  (6.14)
Y la pérdida de rigidez activa y el tensor de rigidez activo como: 
++= pqkldrspqijrsdactijkl PCPC       dactijkloijklactijkl CCC −=  (6.15)
La relación tensión-deformación secante se expresa entonces como: 
kl
act
ijklij C εσ =  (6.16)
( ) ++ −−= pqklrspqorspqijrsoijklactijkl PCCPCC  (6.17)
La superficie de carga de daño está definida por la función : 
0)( ≤−= rYGg ijkl  (6.18)
Donde r depende de la historia de carga. El proceso de daño está caracterizado por 
las siguientes ecuaciones de evolución irreversibles: 
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ijkl
ijkl Y
gC ∂
∂−= µ&&  (6.19) 
Y las condiciones de carga/descarga están dadas por  
0≥µ&   0≤g   0=gµ&  (6.20) 
Para una dada historia de deformación el tensor de rigidez dañado hace máxima la 
disipación. 
Para incluir adecuadamente el tensor ijklY  en la función de daño G se define una 
medida característica del daño ξ  tal que: 
++=∂
∂
pqkl
o
rspqijrs
ijkl
PCP
Y
ξ
       (6.21) 
Lo que lleva a  
++= kloijklij C εεξ 2
1  (6.22) 
Entonces la ecuación (6.18) se rescribe como: 
0)( ≤−= rGg ξ  (6.23) 
Llamando ξ∂∂= GH  y Hr µ&& = , se observa que Hr ξ&& =  en el caso de carga en 
daño y, entonces se obtiene ξµ && =  y la ecuación de evolución del tensor de rigidez 
secante resulta: 
++−= pqklorspqijrsijkl PCHPC ξ&&        (6.24) 
Se puede verificar que la disipación resulta siempre no negativa: 
0
2
1 ≥=

−= ++ pqorspqrsklrsijkld CHCYTr εεξΞ &&        (6.25) 
Esta teoría es capaz de reproducir anisotropía inducida por daño en el caso en que los 
signos de las deformaciones principales son distintos. Sin embargo, en el caso en que 
todas las deformaciones principales son positivas, el tensor de proyección positiva de 
cuarto orden +ijklP  se reduce al tensor identidad de cuarto orden y la isotropía inicial del 
tensor secante se preserva. Esto hace que la anisotropía inducida por el modelo sea 
insuficiente.  
Se puede verificar que el tensor de rigidez secante activo actijklC  resulta siempre 
simétrico. Sin embargo, se observa una discontinuidad en la respuesta en tensiones 
cuando, por ejemplo, 02 >ε  y 1ε  cambia de signo. 
La superficie de carga es continua y convexa en el espacio de deformaciones como 
se ilustra en la Figura 6.3. En dicha figura ( )( ) ( )[ ] ±± −−+= rEK oooo ννν 1/211  y 
( ) ξξ =G . 
Se puede introducir un segundo criterio de daño para cargas de compresión: 
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0)( ≤−= −−−− rGg ξ  (6.26)
De manera de poder escribir la evolución del daño como: 
−−−−++++ −−= pqklorspqijrspqklorspqijrsijkl PCPHPCPHC ξξ &&&        (6.27)
 
 
 
Figura 6.3. Superficie de carga en el espacio de deformaciones principales 03 =ε  para el 
modelo de daño unilateral de Ju (1989) 
 
Se puede probar que si se particulariza este modelo para el caso daño isótropo, la 
disipación espuria es nula. Sin embargo, en el caso general de daño anisótropo puede 
generar disipación espuria bajo ciertos caminos de tensión o deformación con rotación 
de las direcciones principales (Carol et al 1996). 
 
6.5. Modelo de daño anisótropo y unilateral  
(Chaboche 1995) 
Chaboche propuso una condición unilateral para daño activo/pasivo. Si se combina 
esta condición con la ecuación de evolución del daño anisótropo, se obtiene una 
herramienta poderosa para describir anisotropía inducida por el daño en materiales 
inicialmente isótropos bajo historias de carga no proporcionales complejas. 
6.5.1. Conceptos básicos 
Supóngase que se conoce el comportamiento dañado actual para condiciones de daño 
totalmente activas, definido por el tensor de rigidez dañado: ijklC  o el cambio respecto al 
tensor de rigidez original ijkl
o
ijkl
d
ijkl CCC −=  
Considérese un vector unitario in  en una dirección principal de daño. El daño se 
considera activo en esa dirección si la deformación normal jijin nn εε =  asociada con esa 
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dirección es positiva. Si la deformación nε  es negativa, el cambio diiiiC  debe 
desaparecer.  
Extendiendo este razonamiento a tres direcciones ortogonales correspondientes a las 
direcciones principales de daño, el tensor de rigidez activo se puede escribir como: 
( )[ ] ( ) ivwmnpqvwopqvwiklpq
i
tu
i
rstuklmn
ac
klmn PCCPPTrHCC −−+= ∑
=
3
1
εη  (6.28) 
Donde in
i
m
i
l
i
k
i
klmn nnnnP = , H es la función escalón y η  es un coeficiente 
fenomenológico del material. Es fácil de verificar que en el caso en que 1=η , si se 
escribe el tensor de rigidez activo en las direcciones principales de daño, los términos 
son iguales al del tensor de rigidez secante ijkl
act
ijkl CC = , salvo aquellos correspondientes 
a deformaciones normales negativas en los que el coeficiente es reemplazado por el del 
tensor de rigidez inicial oiiii
act
iiii CC = .  
Una propiedad importante de la condición de unilateralidad así definida es que sólo 
afecta a los términos de la diagonal del tensor de rigidez. El hecho de que los términos 
fuera de la diagonal no resulten alterados bajo la condición unilateral de daño 
activo/pasivo es la clave para preservar la continuidad de las respuestas en tensión o 
deformación bajo cualquier historia de carga. El coeficiente material η   que varía entre 
0 y 1, permite describir el daño residual para condiciones de carga en compresión. 
6.5.2. Direcciones principales de daño 
En los desarrollos anteriores las direcciones ijn , llamadas “direcciones principales de 
daño” no están determinadas.  
Si el modelo está escrito en el espacio de deformaciones principales, los ijn  son 
coincidentes con las direcciones principales de deformación. 
Otra forma natural de definir las direcciones ijn  es usar las direcciones principales 
del tensor de daño de segundo orden. 
En el caso de utilizar un tensor de daño de cuarto orden como en el modelo 
desarrollado por Chaboche, la definición no es tan simple desde el punto de vista 
matemático. Utilizando un razonamiento fenomenológico, se define como 1jn  la 
dirección que hace mínimo el módulo de Young efectivo en tracción uniaxial. La 
segunda dirección 2jn  se define como aquella que hace mínimo el mismo módulo en un 
plano ortogonal. 
6.5.3. Comportamiento elástico activo 
Se considera que el daño puede ser expresado a través de un tensor de cuarto orden 
Dijkl simétrico. Este tensor describe el comportamiento del material bajo condiciones 
de carga totalmente activas. 
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En el caso en que todas las deformaciones principales sean positivas, el tensor 
elástico secante se expresa como: 
( ) ( )[ ]rsklrskloijrsorsklijrsijrsijkl DICCDIC −+−= 21  (5.28)
 
(6.29)
La energía libre se escribe como: 
kl
act
ijklijC εεΨ 2
1=  (6.30)
De donde resulta: 
kl
act
ijkl
ij
ij C εε
Ψσ =∂
∂=           (6.31)
Y la fuerza conjugada asociada al tensor de daño Dijkl 
rs
ijkl
act
pqrs
pq
ijkl
ijkl D
C
D
Y εεΨ ∂
∂−=∂
∂−=
2
1  (6.32)
6.5.4. Superficie de carga 
Se define el siguiente criterio de daño: ( ) 0)()(),,( ≤−=−= δδδε rYQTrryYg klrsijklijijkl  (6.33)
ijklQ  es un operador de cuarto orden que puede depender del estado de deformación 
actual y que, como se verá más adelante, indica la dirección de crecimiento del daño, δ  
representa una medida escalar del daño y )(δr  es el umbral de daño actual asociado a la 
misma. 
Suponiendo la regla de normalidad para las ecuaciones de evolución del daño: 
ijkl
ijkl
ijkl QY
gD µµ &&& =∂
∂=      ijklijkl QDr
g δµµδ &&&&& =⇒=∂
∂−=       (6.34)
Debe notarse que las relaciones de Kuhn Tucker son tenidas en cuenta mediante el 
hecho de que r es el máximo valor alcanzado en la historia pasada por ( )klrsijklYQTry = , 
esto significa que 0 si 0 <= gδ&  y, en caso contrario, se tiene .0>δ&  
La disipación resulta:  
( ) ( ) 0≥===∂∂−= δδΨΞ &&&& yYQTrDYTrDD klrsijklklrsijklijklijkld  (6.35)
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6.5.5. Dirección de crecimiento del daño 
De acuerdo a la ecuación (6.34), la dirección de crecimiento del daño está dada  por 
el tensor ijklQ  que se define como: 
)()1()( 2 rsijkl
eq
ijklrsijkl IQ εΓε
ξξε +−=  (6.36) 
Donde eqε  es una norma del tensor de deformaciones, por ejemplo su segundo 
invariante ( ) 2/1ijijeq εεε = . El parámetro ξ  se utiliza para describir tanto una situación de 
anisotropía completa 1=ξ  como el caso límite de daño isótropo 0=ξ . El tensor de 
cuarto orden ijklΓ  se define en el espacio de deformaciones principales como: 
( )[ ]{ } ji
i j
ijij
pq
ij
mn
jij
pq
ij
rsmnrsrsmnpq HHNcNHNN εεεεεΓεΓ ∑ ∑
= =
−−= 3
1
3
1
* )()()()(  (6.37) 
j
s
i
r
ij
rs nnN =                 ( )
( )
( )











−
−
−=
ba
ba
ba
abb
bab
bba
ijkl
200000
020000
002000
000
000
000
*Γ  (6.38) 
La forma de este tensor de constantes materiales se elige de manera de poder 
representar la evolución de dos estados de microfisuración de materiales frágiles (Ver 
Figura 6.4): 
• Isotropía transversal plana, donde las microfisuras crecen aleatoriamente en 
planos perpendiculares a la máxima deformación positiva. Este caso es 
representativo de tracción uniaxial. 
• Isotropía transversal cilíndrica, representativa de la compresión uniaxial, 
donde las fisuras están distribuidas aleatoriamente con sus normales 
perpendiculares a la dirección de la deformación de compresión. 
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Figura 6.4 Dos disposiciones de fisuras. a) Isotropía transversal plana producida por 
0,0 321 ==> σσσ  b) Isotropía transversal cilíndrica 0,0 321 ==< σσσ  
 
Para este modelo no se puede asegurar que la disipación espuria sea nula bajo 
cualquier historia de tensión. La disipación espuria correspondiente vale: 
( ) ( ) pqrspqklrsklrsijklijsp PCCPH εεηεΞ αα
α
α &03
1
−= ∑
=
 (6.39)
Como se verá más adelante, sólo se puede asegurar que la disipación espuria es nula 
cuando el cambio de rigidez ( )klrsklrs CC −0  es ortótropo pero no en condiciones generales 
de anisotropía como las que podrían surgir de las ecuaciones de evolución del daño de 
este modelo para historias de carga no proporcionales. 
6.6. Modelo de daño escalar unilateral  
(Martín 2001) 
6.6.1. Bases termodinámicas  
Este modelo surge de una generalización del modelo de daño escalar explícito al que 
se incorpora la condición de daño unilateral propuesta por Chaboche (1995), extendida 
para considerar daño en compresión. 
Para pequeñas deformaciones y problemas térmicamente estables, la energía libre se 
escribe como una función cuadrática: 
[ ]kl 21 εεΨ actijklij C=  (6.40)
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donde oijkl
s
ijkl CC  )f( )( ββ =  es el tensor constitutivo secante afectado por la 
evolución de las variables internas de daño. Se propone para el mismo la siguiente 
expresión: 
( )[ ] ( )
( )[ ] ( ) αα
α
α
αα
α
α
εη
εξ
pqklmnpqijmnturstu
pqklmnpqijmnturstu
ijkl
act
ijkl
PCdPPtrH
PCdPPtrH
CddC
0
3
1
0
3
1
0)1(
+
=
−
=
+−
∑
∑
−+
++
+−−=
 (6.41) 
Donde +d  es la variable interna de daño en tracción y 
−d  es la variable interna de 
daño en compresión, que pueden variar entre 0 para el material virgen, no dañado, hasta 
1 para el material completamente dañado, en tracción y compresión respectivamente. 
Tomando 0=−d se obtiene la forma propuesta por Chaboche para el tensor secante. 
o
ijklC  es el tensor constitutivo del material virgen, ξ  tiene en cuenta la influencia del 
daño en compresión en un proceso de tracción y η  tiene en cuenta la influencia del 
daño en tracción en un proceso de compresión. Ambos son parámetros materiales que 
deben ser ajustados a partir de resultados experimentales de ensayos con reversión de 
deformaciones y cumplen las siguientes relaciones: 10 ≤≤ ξ  y 10 ≤≤η  
Los casos más simples corresponden a: 
1==ηξ  en el que las dos formas de activación del daño están desacopladas. 
0==ηξ  en el que las dos formas activación de daño están totalmente acopladas y 
se recupera la forma del daño escalar: 
o
ijkl
o
ijkl
act
ijkl CdCddC )1()1( −=−−= +−         con         −+ += ddd  (6.42) 
α
ijklP  es el operador proyección en la dirección del autovector 
α
in  del tensor de 
deformaciones ijε  y ( )xH  es la función escalón. 
De la expresión (6.41) se puede deducir que, en un proceso en el que todas las 
deformaciones principales son positivas, ( )[ ] 0=− turstuPtrH εα  y ( )[ ] 1=turstuPtrH εα  y el 
tensor secante resulta : [ ] oijklactijkl CddC +− −−−= )1(1 ξ  (6.43) 
 donde se ve claramente el significado del parámetro ξ . Si se considera que el 
daño en compresión no afecta el comportamiento en tracción: 1=ξ  y  
 ( ) oijklactijkl CdC +−= 1  (6.44) 
Un análisis similar puede realizarse para el caso en que todas las deformaciones 
principales sean de compresión. 
Si se satisfacen las ecuaciones conocidas como relaciones de Colleman, se asegura el 
cumplimiento de la desigualdad de Clausius-Duhem para un dado estado 
termodinámico: 
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 klactijkl
ij
ij C ε∂ε
Ψ∂σ ==   (6.45)
La disipación mecánica puede escribirse como sigue: 
−
−
+
+ ∂
∂−∂
∂−= d
d
d
d
&& ΨΨΞ  (6.46)
( )[ ]
( )[ ] −
=
−
+
=
+


−+
+

 −−=
∑
∑
dPCPPtrHd
dPCPPtrHd
klpqkl
o
mnpqijmnrsrstuij
o
klpqkl
o
mnpqijmnrsrstuij
o
&&
&&
εεξεΨ
εεηεΨΞ
α
ααα
α
ααα
3
1
2
1
3
1
2
1
 (6.47)
−−++ += dydy &&Ξ  (6.48)
( )[ ]
( )[ ] klpqklomnpqijmnrsrstuijo
klpqkl
o
mnpqijmnrsrstuij
o
PCPPtrHy
PCPPtrHy
εεξεΨ
εεηεΨ
α
ααα
α
ααα


−=


 −−=
∑
∑
=
−
=
+
3
1
2
1
3
1
2
1
 (6.49)
Donde −+ yey   son las variables conjugadas de las variables de daño 
−+ dd y  
respectivamente. De acuerdo a la termodinámica, las reglas de evolución del daño y las 
funciones umbrales de daño debieran escribirse en el espacio de las fuerzas 
termodinámicas asociadas al daño. Sin embargo, a los efectos de formular dichas reglas 
cuando 1≠ξ  y 1≠η  y en el caso en que no se cumple 0== ηξ  que corresponde a 
daño isótropo sin desactivación, conviene hacer un cambio de variables:  
−++ −+= ddD )1( ξ        +−− −+= ddD )1( η  (6.50)
Estas nuevas variables tienen la particularidad de que cuando todas las 
deformaciones principales son positivas, en particular, por ejemplo, para un proceso de 
extensión uniaxial ( ) oijklactijkl CDC +−= 1  y cuando todas las deformaciones principales son 
negativas , en particular, por ejemplo, para un proceso de acortamiento uniaxial ( ) oijklactijkl CDC −−= 1  
Además: 
)1)(1(1
)1(
ηξ
ξ
−−−
−−=
−++ DDd        
)1)(1(1
)1(
ηξ
η
−−−
−−=
+−− DDd  (6.51)
El módulo secante se escribe entonces como: 
( )[ ] ( )
( )[ ] ( )  −−−−− −−−


 −−−−
−−−=
∑
∑
=
−+
=
+−
αα
α
α
αα
α
α
εηηξ
ξ
εξηξ
η
pqkl
o
mnpqijmnturstu
pqkl
o
mnpqijmnturstu
o
ijkl
act
ijkl
PCPPtrHDD
PCPPtrHDDCC
3
1
3
1
1
)1)(1(1
)1(
1
)1)(1(1
)1(
 (6.52)
Y la disipación se escribe como: 
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−−++ += DYDY &&Ξ  (6.53) 
( )[ ] ( )
( )[ ] ( )








−−−−
−−








 −−−−−=
∑
∑
=
=
+
klpqkl
o
mnpqijmnturstuij
o
klpqkl
o
mnpqijmnturstuij
o
PCPPtrH
PCPPtrHY
εεεξΨηξ
η
εεεηΨηξ
αα
α
α
αα
α
α
3
1
3
1
2)1)(1(1
1
2)1)(1(1
1
 (6.54) 
( )[ ] ( )
( )[ ] ( )








 −−−−−
−−








−−−−=
∑
∑
=
=
−
klpqkl
o
mnpqijmnturstuij
o
klpqkl
o
mnpqijmnturstuij
o
PCPPtrH
PCPPtrHY
εεεηΨηξ
ξ
εεεξΨηξ
αα
α
α
αα
α
α
3
1
3
1
2)1)(1(1
1
2)1)(1(1
1
 (6.55) 
Cuando 1== ηξ , ++ = dD  y −− = dD  
6.6.2. Función de carga 
El umbral de daño se describe mediante una función de daño dG  como sigue: ( ) 0)()(:, ≤−= +++++++ rGGrg ττ  (6.56) 
( ) 0)()(:, ≤−= −−−−−−− rGGrg ττ  (6.57) 
)++ = Yf(τ     )−− = Yf(τ  (6.58) 
Para definir las funciones indicadas en las ecuaciones (6.58) se pueden utilizar 
cualquiera de las formas vistas en los modelos de daño escalar explícito. 
6.6.3. Evolución del daño 
La evolución de las variables de daño se escribe como: 
)( +++ = τGD       )( −−− = τGD  (6.59) 
Y los umbrales de daño se actualizan como: 
( ) 


= +
∈
++
s
ts
orr τ
,0
max,max       ( ) 


= −
∈
−−
s
ts
orr τ
,0
max,max  (6.60) 
6.6.4. Disipación Espuria 
La condición de disipación espuria señalada por Carol (1996) puede ser analizada 
para un dado estado de microfisuración e historias de carga que producen la apertura o 
cerrado de estas microfisuras sin producir fisuración adicional. En el modelo de daño 
unilateral propuesto esto corresponde a historias de tensión o deformación que no 
alcanzan la superficie de carga en daño descripta por la ecuación (6.56) y (6.57). Bajo 
estas condiciones, para carga no proporcional, se obtiene, en general, una respuesta no 
lineal debido al carácter unilateral del daño. Sin embargo, como el daño no se propaga, 
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la energía debe conservarse en ciclos cerrados de carga. Para calcular la disipación 
espuria kl
cted
act
ijklij
sp C εεΞ
)(2
1
=
= &  hace falta encontrar 
)( cted
act
ijklC =
&  
Para el modelo propuesto resulta: 
( )[ ] ( )
( )[ ] ( ) αα
α
α
αα
α
α
εη
εξ
pqkl
o
mnpqijmntu
pqkl
o
mnpqijmntu
cted
act
ijkl
PCdPPtrH
PCdPPtrHC
rstu
rstuC
&
&&
+
=
−
==
∑
∑
−+
+=
3
1
3
1)(
2
2
 (6.61)
Se analizan las siguientes situaciones: 
a).- ( ) ( ) ( ) 0;0;0 321 ≤≤> εεε  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) klpqklomnpqijmnpqklomnpqijmnpqklomnpqijmnijsp PCdPPCdPPCdP εηηξεΞ  ++= ++− 33221121 222 &&&  
b).- ( ) ( ) ( ) 0;0;0 321 ≤>> εεε  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] klpqklomnpqijmnpqklomnpqijmnpqklomnpqijmnijsp PCdPPCdPPCdP εηξξεΞ 33221121 222 &&& +−− ++=  
c).- ( ) ( ) ( ) 0;0;0 321 >>> εεε  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] klpqklomnpqijmnpqklomnpqijmnpqklomnpqijmnijsp PCdPPCdPPCdP εξξξεΞ 33221121 222 &&& −−− ++=  
d).- ( ) ( ) ( ) 0;0;0 321 ≤≤≤ εεε  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] klpqklomnpqijmnpqklomnpqijmnpqklomnpqijmnijsp PCdPPCdPPCdP εηηηεΞ 33221121 222 &&& +++ ++=  
En el caso de isotropía inicial, el tensor de rigidez elástico no dañado, es: 
( )npmqnqmpopqmnoomnpqC δδδδµδδλ ++=  (6.62)
donde 
oλ  y oµ  son las constantes de Lamé. 
Teniendo en cuenta que 
( ) sklsiiklklsijkl PPtr εεε ==  
0=kllk nn εαα& , ααα εε =kllk nn y 0=kk nn&  
(6.63)
Se analiza el caso a): 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )[ ] ++++= − kllkqplkqplkqplkqpomnpqnmjiijsp nnnnnnnnnnnnnnnnCdnnnn εξεΞ 1111111111111111111121 2 &&&&
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )[ ] +++++ + kllkqplkqplkqplkqpomnpqnmjiij nnnnnnnnnnnnnnnnCdnnnn εηε 22222222222122222222221 2 &&&&
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )[ ] kllkqplkqplkqplkqpomnpqnmjiij nnnnnnnnnnnnnnnnCdnnnn εηε 3333333333333333333321 2 &&&& ++++ +
 
( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]
( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]
( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]33333323
22222222
11111121
qpqp
o
mnpqnm
qpqp
o
mnpqnm
qpqp
o
mnpqnm
sp
nnnnCnnd
nnnnCnnd
nnnnCnnd
&&
&&
&&
++
+++
++=
+
+
−
εη
εη
εξΞ
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( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]
( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]
( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]33333323
22222222
11111121
22
22
22
nmppmnnm
nmppmnnm
nmppmnnm
sp
nnnnnnd
nnnnnnd
nnnnnndd
&&
&&
&&&
µλδεη
µλδεη
µλδεξ
++
+++
++=
+
+
−
 
( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ]333323222222111121 222 nmnmnmnmnmnmsp nnnndnnnndnnnndd &&&& µεηµεηµεξ ++− ++=
 
Resulta 0=spΞ  y de la misma forma se puede probar que la disipación espuria es 
nula en los casos b, c y d correspondientes a otros signos de las deformaciones 
principales. Se puede demostrar que en el caso de ortotropía elástica se llega a idénticas 
conclusiones. 
En modelos de este tipo, la disipación espuria depende de las condiciones de 
anisotropía del cambio del tensor elástico bajo condiciones totalmente activas 
ijkl
o
ijkl
d
ijkl CCC −=  que en el caso descripto es isótropo pero no así en el caso de modelos 
de daño anisótropo donde no es posible asegurar que la disipación espuria sea nula para 
historias de deformación con rotación de las direcciones principales de deformación. 
6.6.5. Simetría del tensor secante y continuidad de los campos de tensiones y 
deformaciones para condiciones unilaterales. 
Entre otras condiciones que debe cumplir un modelo de daño unilateral para 
materiales inicialmente isótropos, es deseable que: 
a) El tensor de rigidez secante sea simétrico  
b) Los campos de tensión (deformación) sean continuos para condiciones unilaterales 
Reemplazando en la expresión del tensor de rigidez no dañado (6.62) para el caso 
isótropo en la expresión del tensor de rigidez secante (6.41) resulta: 
 
( )[ ]
( ) ( )( ) ( )( ) −+++
+++−−=
∑∑
=
+
=
−
+−
αααα
α
ααααα
α
α εηεξµλ
δδδδµδδλ
lkjilkji
oo
jkiljlik
o
klij
oact
ijkl
nnnnHdnnnnHd
ddC
3
1
3
1
2
)1(
 
(6.63) 
Si se analiza el factor ( )αααα lkji nnnn  para distintas situaciones, se puede ver que el 
mismo es distinto de cero únicamente cuando: lkji === . 
Por lo tanto se observa que los valores que se encuentran fuera de diagonal principal 
sólo conservan el primer término que es simétrico. En consecuencia, el tensor de rigidez 
secante descrito en ec.(6.41) es simétrico. 
Para analizar la continuidad del campo de tensiones bajo condiciones unilaterales se 
analiza la siguiente situaciones: 
i.- ( ) ( ) ( ) 0;0;0 321 =>≤ εεε  Cuando ( ) 01 →ε Resulta: 
 ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]{ } kllkjioojkiljlikoklijoij nnnnddd εηµλδδδδµδδλσ 222221 ++− ++++−−=  
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ii.- ( ) ( ) ( ) 0;0;0 321 =>> εεε  Cuando ( ) 01 →ε Resulta: 
 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]{ } kllkjioojkiljlikoklijoij nnnnddd εηµλδδδδµδδλσ 222221 ++− ++++−−= . 
Las tensiones calculadas para las situaciones i y ii resultan idénticas, lo que 
demuestra la continuidad del campo de tensiones cuando 
)1(ε  cambia de signo. De la 
misma forma se puede demostrar que la continuidad del tensor de tensiones se mantiene 
para cualquier otro cambio de signo de las deformaciones principales. 
6.6.6. Algoritmo de integración de la ecuación constitutiva 
1) Obtención del incremento de desplazamiento para el paso “n” a partir de la ecuación de equilibrio 
escrita de acuerdo al esquema de elementos finitos: niu∆  
2) Obtención del incremento de deformaciones y actualización de las deformaciones:  ( )
n
ij
n
ij
n
ij
n
ij
n
ji
n
ij uu
εεε
ε
∆+=
∆+∆=∆
−1
,,2
1
 
3) Predictor elástico                            )1( −++ = nn dd     ( )1−++ = nn rr    
( )1−−− = nn dd     ( )1−−− = nn rr  
 
4) Cambio de variables: nnn ddD −++ −+= )1( ξ        nnn ddD +−− −+= )1( η  
5) Evaluación de las fuerza termodinámica conjugadas de la variables de daño: nY +  y nY −   
6) Evaluación de las deformaciones  equivalentes: ( )nn Y +++ = ττ   ,  ( )nn Y −−− = ττ  
7) Verificación del criterio de daño + 
Si    ( ) 0, ≤++ nn rg τ       →  (9)  
8) Evolución del daño. Evaluación de la variable de daño: )( nn GD ++ = τ  
9) Verificación del criterio de daño + 
Si    ( ) 0, ≤−− nn rg τ       →  (11) 
10) Evolución del daño. Evaluación de la variable de daño: )( nn GD −− = τ  
11) Cambio de variables : 
)1)(1(1
)1(
ηξ
ξ∆ −−−
−−−=
−+
++
nn
nn DDdd ,
)1)(1(1
)1(
ηξ
η∆ −−−
−−−=
+−
−−
nn
nn DDdd  
12) Actualización de los umbrales de daño: nnn ddd +++ += ∆ ;  nnn ddd −−− += ∆  
13) Actualización de los umbrales de daño :  
nnn ddD −++ −+= )1( ξ        [ ])(,max 1 nnn DGr +−+++ = τ  
nnn ddD +−− −+= )1( η        [ ])(,max 1 nnn DGr −−−−− = τ  
14) Cáculo del ensor de rigidez secante activo: 
( )[ ] ( )
( )[ ] ( ) αα
α
α
αα
α
α
εη
εξ
pqklmnpq
n
ijmn
n
tu
n
rstu
n
pqklmnpq
nn
ijmn
n
tu
n
rstu
ijkl
nnactn
ijkl
PCdPPtrH
PCdPPtrH
CddC
0
3
1
0
3
1
0)1(
+
=
−
=
+−
∑
∑
−+
++
+−−=
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15) Actualización del tensor de tensiones 
n
kl
actn
ijkl
n
ij C εσ =  
16) Fin del proceso de integración de la ecuación constitutiva.  
6.6.7. Ejemplo ilustrativo 
En la Figura 6.5 se presentan las curvas tensión – deformación obtenidas para un 
material cargado inicialmente en extensión uniaxial hasta producir cierto grado de daño, 
descargado y cargado luego en contracción más allá del umbral de daño. Se analizan 
tres casos: a) 0==ηξ  (no tiene en cuenta el carácter unilateral del daño), b) 
5.0==ηξ  y c) 1==ηξ . Se observa que al invertir el sentido de la deformación, en el 
caso a) no se recupera la rigidez inicial, en el caso b) se recupera, en parte, la rigidez 
inicial y en el caso c) se recupera la rigidez inicial. También se observa que al incurrir 
en daño en un sentido, se modifica el umbral de daño en el sentido opuesto. Esa 
modificación depende también de los valores adoptados para ξ  y η . 
 
a) 0== ηξ  Sin desactivación 
 
 
 
 
 
 
 
 
b) 5.0== ηξ  Desactivación parcial 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ε
σ
ε
σ
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c) 1== ηξ  Desactivación total 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 6.5 Curvas tensión-deformación para historias de carga uniaxiales con reversión 
del sentido de la carga 
ε
σ
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7. Modelos de daño 
viscoso 
7.1. Introducción 
 
Las ecuaciones constitutivas dependientes del tiempo son importantes en el análisis 
dinámico transitorio de estructuras con altas velocidades de deformación, como 
problemas de impacto o explosiones. Dos hechos motivan la introducción de la 
dependencia de la velocidad en los modelos constitutivos. 
En primer lugar, los estudios experimentales muestran que la resistencia y la 
respuesta en endurecimiento/ablandamiento de muchos materiales resultan 
significativamente influenciadas cuando la velocidad de deformación es superior a 
11.0 −s . La resistencias a tracción y a compresión aumentan con la velocidad de 
deformación y el módulo de ablandamiento disminuye cuando aumenta la velocidad de 
deformación. Este efecto no puede ser capturado por relaciones constitutivas 
independientes del tiempo. Más allá, las variadas respuestas del material difícilmente 
puedan ser reproducidas mediante un comportamiento viscoelástico. El módulo elástico 
del hormigón resulta también influenciado por la velocidad de carga, pero el efecto más 
importante se produce en la zona no lineal de la respuesta del material, una vez que 
comienzan a desarrollarse las microfisuras y fisuras. 
Por otro lado, el análisis de la falla de estructuras realizado con modelos 
independientes del tiempo lleva a la aparición de dificultades debido a la no 
asociatividad de las ecuaciones de evolución pero también debido a la pérdida de la 
condición de definido positivo del tensor de rigidez tangente denominada 
ablandamiento. El ablandamiento es una fuente de grandes problemas como la 
dependencia de la malla de elementos finitos, efectos de alineamiento con la malla y 
falla sin disipación de energía. A raíz del ablandamiento, que se produce cuando la 
rigidez material tangente deja de ser definida positiva, la naturaleza de las ecuaciones 
que gobiernan el problema cambia y el mismo se vuelve mal condicionado.  
En el caso de las ecuaciones diferenciales de equilibrio estático, las mismas dejan de 
ser elípticas. La pérdida de elipticidad corresponde al caso en el que el número de 
soluciones linealmente independientes es infinito o que estas soluciones no dependen 
continuamente de los datos. 
En problemas dinámicos, las ecuaciones diferenciales de movimiento son 
inicialmente hiperbólicas y pueden transformarse en parabólicas o elípticas en presencia 
de ablandamiento. Nuevamente el problema de valores iniciales se vuelve mal 
condicionado y la velocidad de onda se hace imaginaria. 
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Muchos autores han demostrado que el mal condicionamiento del problema debido al 
ablandamiento se puede eliminar incluyendo adecuadamente en los modelos 
constitutivos la dependencia de la velocidad de deformación. De esta manera se asegura 
que las ecuaciones de movimiento permanezcan hiperbólicas durante el ablandamiento. 
En resumen, la introducción de la dependencia de la velocidad de deformación en los 
modelos de daño, lo mismo que en los modelos elastoplásticos, está motivada 
experimentalmente pero además resulta una forma elegante de evitar el mal 
condicionamiento cuando comienza la localización de deformaciones en problemas 
dinámicos y es por eso que normalmente se denomina “regularización viscosa”. 
La dependencia de la velocidad de deformación se ha incorporado con frecuencia en 
modelos basados en la teoría de la plasticidad, dando lugar a los modelos viscoplásticos. 
En estos modelos la parte elástica del material no resulta afectada por el daño ni por la 
fisuración. Pero también se han propuesto numerosos modelos en que los efectos de la 
velocidad de deformación son introducidos en la fisuración o el daño. 
7.2. Localización del daño e inestabilidad 
 
El daño, como cualquier otro proceso de ablandamiento, puede inducir localización 
de deformaciones como es el caso de las bandas de corte plásticas en la plasticidad. Este 
es el comienzo del proceso de falla debido a la iniciación de mesofisuras que 
transforman un fenómeno de volumen en una separación de superficies. 
Considérese un elemento representativo de volumen cargado mediante una tensión 
uniforme ijσ  que induce una deformación ijε  ya sea elástica o plástica y un daño D. Sea 
iu el desplazamiento. Se busca ahora la condición para la existencia de una 
discontinuidad en el campo de deformaciones o en la velocidad de deformación ijε&  que 
es un problema más fácil de resolver.  
Se supone que la relación constituiva del material ha sido escrita de la forma: 
kl
t
ijklij C εσ && =  (7.1) 
Donde tijklC  es el tensor de rigidez tangente que es función del estado de tensión o de 
la deformación elástica y plástica y del daño como un proceso de ablandamiento.  
Como se trata de un problema de la mecánica del continuo, los desplazamientos y los 
vectores tensión son continuos aún a través de la superficie de normal in . Con la 
notación de discontinuidad de una cantidad X a través de una superficie: 
( ) [ ][ ]XXX =− −+  (7.2) 
[ ][ ] 0=iu&  (7.3) 
[ ][ ] 0=jij nσ&  (7.4) 
MECÁNICA DE DAÑO CONTINUO 
 
7.3
La condición de compatibilidad de Maxwell requiere que un salto no nulo del 
gradiente de la velocidad de deformación a través de una superficie de normal ni,, sea 
de la forma: 
[ ][ ] ( )jijiij gnng += γε && 21  (7.5)
Donde ig  es un vector unitario que define la dirección del movimiento (dirección de 
polarización en el problema de propagación de ondas) y 0≠γ&  define la magnitud del 
salto. 
0=ig  no hay discontinuidad 
0≠ig  condición suficiente para que exista una discontinuidad 
Interesa saber para qué propiedades de tijklC  aparece la discontinuidad en el campo de 
deformaciones. 
[ ][ ] [ ][ ] [ ][ ] jkltijkljijjij nCnn εσσ &&& ===0  (7.6)
Si tijklC  es el tensor tangente de un material continuo se puede suponer que no 
presenta ninguna discontinuidad a través de la superficie de normal in , o sea ( ) ( )−+ = tijkltijkl CC , o sea: 
[ ][ ] [ ][ ] ( ) 0
2
1 =

 +== jkllktijkljkltijkljkltijkl nngngCnCnC γεε &&&  (7.7)
Teniendo en cuenta las simetrías del tensor tangente: 
t
ijlk
t
ijkl CC =          tjilktijkl CC =  
lk
t
ijkllk
t
ijkl gnCngC =  
(7.8)
Resulta: 
( ) ( ) 0
2
1 ===

 + kikkltijkljjkllktijkl gQgnCnnngngC γγγ &&&  (7.9)
l
t
ijkljik nCnQ =  (7.10)
ikQ  es un tensor de segundo orden que se denomina tensor acústico. Como 0≠γ& , 
para asegurar la discontinuidad en el campo de velocidades de deformaciones junto con 
la condición de continuidad en la velocidad de tensión, es decir: 0  0 ≠= kkik gcongQ , el 
tensor acústico debe ser singular: 
( ) ( ) 0detdet == ltijkljik nCnQ  (7.11)
Esta es una condición suficiente para la existencia de una superficie de 
discontinuidad de deformaciones que puede ser utilizada para el caso de daño si el 
tensor tangente depende de las variables de daño. 
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Si se puede encontrar en un elemento representativo de volumen una orientación in  
tal que ( ) ( ) 0detdet == ltijkljik nCnQ , entonces una mesofisura se iniciará en el plano 
perpendicular a in . 
Para solucionar el mal condicionamiento del problema de valores iniciales para 
modelos con ablandamiento se introduce normalmente una escala de longitud interna. 
Se han sugerido distintas técnicas para incorporar una longitud interna como el continuo 
de Cosserat, continuos no locales o la inclusión de efectos viscosos que se presenta en 
este capítulo. 
 
7.3. Modelo de daño escalar explícito 
dependiente del tiempo  
(Simo and Ju 1987a, Ju 1989) 
7.3.1. Extensión del modelo independiente del tiempo. 
Una simple caracterización fenomenológica de la dependencia de la velocidad de 
deformación observada experimentalmente en muchos materiales puede hacerse a través 
la regularización viscosa de las ecuaciones de daño independiente del tiempo. 
Formalmente, la estructura de esta regularización es totalmente análoga a la 
regularización viscoplástica de Perzyna. El modelo resultante requiere un solo 
parámetro adicional, el coeficiente de fluidez de daño µ . A medida que µ  se aproxima 
a cero, el material exhibe una respuesta elástica instantánea, mientras que cuando µ  
tiende a infinito la formulación se reduce a un modelo de daño independiente del 
tiempo. Este modelo predice disminución en la no linealidad de las curvas tensión-
deformación a medida que aumenta la velocidad de deformación. En otras palabras, el 
crecimiento de microfisuras es retardado para altas velocidades de deformación. 
Las ecuaciones dependientes del tiempo que gobiernan el modelo de daño viscoso se 
obtienen directamente de las correspondientes al modelo de daño independiente del 
tiempo reemplazando el parámetro de consistencia de daño µ&  por )(gφµ .  
( )ttt dHgd ,)( τφµ=&  (7.12) 
)(grt φµ=&  (7.13) 
Acá µ  es el coeficiente de fluidez de daño, una constante del material y la función 
escalar )(gφ  representa la función de flujo de daño viscoso y ( ) tttt rrg −= ττ , . 
Por simplicidad se supone daño viscoso lineal, es decir gg ≡)(φ  de manera que las 
ecuaciones (7.12) y (7.13) se reducen a : 
( ) ( )ttttt dHrgd ,, ττµ=&  (7.14) 
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( ) ttttt rrgr −≡= τµτµ ,&  (7.15)
La caracterización de daño independiente del tiempo y la respuesta elástica 
instantánea pueden ser obtenidas como casos particulares de esta formulación. 
7.3.2. Condición de positividad para unicidad de la solución 
Un modelo viscoso del tipo del descrito satisface la condición de positividad de 
Valanis (1985). Para demostrarlo se diferencia la ecuación secante y se reemplaza la 
variación temporal de la variable de daño por la dada en la ecuación (7.14). 
( ) ( )
ij
o
tttkl
klij
o
ij
ij
o
kl
klij
o
ij
dHrgd
dd
ε
Ψττµεεε
Ψσ
ε
Ψεεε
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∂
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∂−=
∂
∂−∂∂
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)1(
2
2
&&
&&&
 (7.16)
Para un estado definido por { }ttij rd ,,ε , para dos velocidades de tensión 21 , ijij σσ && y dos 
velocidades de deformación 21 , ijij εε && , de la ecuación (7.16) se deduce que: 
( )( ) ( ) ( )
0)1(
)1(
2
21
2
212121
>∂∂
∂−=
−∂∂
∂−−=−−=
kl
klij
o
ijijij
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d
ε∆εε
Ψε∆ε∆σ∆
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(7.17)
Esta condición se cumple siempre que el tensor elástico del material no dañado: 
klij
o
o
ijklC εε
Ψ
∂∂
∂=
2
 sea definido positivo. Esto quiere decir que el material definido por este 
modelo es positivo en el sentido de Valanis (1985), o sea que si tiene solución única en 
el tiempo t , también tiene solución única en el tiempo t+ t∆ . 
7.3.3. Propagación de ondas infinitesimales (Dubé et al 1996) 
En este punto se analiza la localización considerando una pequeña perturbación 
alrededor de un estado inicial de equilibrio o de movimiento. La ecuación (7.16) se 
escribe como: 
o
kl
o
ijklkl
o
ijkloij CdCd εεσ &&& −−= )1(  (7.18)
Donde od  y 
o
ijε  hacen referencia al estado inicial de daño y de deformación a partir 
del cual se considera la perturbación. La derivada de la ecuación de movimiento para 
ondas infinitesimales se escribe como: 
2
2
, t
vi
jij ∂
∂= ρσ&  (7.19)
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Donde los iv  son perturbaciones admisibles. 
Si se sustituye la ecuación (7.18) en la ecuación de movimiento se obtiene: 
2
2
,,,,)1( t
vCdCdCdCd io jkl
o
ijkl
o
kl
o
ijkljkl
o
ijkl
o
jjkl
o
ijklo ∂
∂=−−−− ρεεεε &&&&  (7.20) 
A diferencia de lo que ocurre en plasticidad, el daño es multiplicativo, es un factor 
que reduce la rigidez del material. Debido a ello, en esta ecuación aparecen los 
gradientes espaciales de od  y 
o
ijε . Estos términos complican el análisis de la 
propagación de la onda. Sin embargo, como los términos en que aparecen esos 
gradientes no contienen a las derivadas de mayor orden de la perturbación, no cambian 
la naturaleza de las ecuaciones diferenciales parciales de gobierno. Es por ello que, sin 
pérdida de generalidad, se puede considerar que el estado inicial es homogéneo de 
manera que los gradientes mencionados se anulan.  
Se considera primero el modelo de daño independiente del tiempo. Se supone que las 
perturbaciones admisibles tienen la siguiente forma, que represent una onda armónica 
propagándose en la dirección iN : 
( )[ ]ctxNi
ii
mmAv −−= ζe  (7.21) 
Donde ζ , c y iA   son el número de onda , la velocidad de fase y la amplitud 
respectivamente. 
Sustituyendo la ecuación (7.21) y las ecuaciones de evolución del daño invíscido en 
la ecuación (7.20) y omitiendo los términos que son funciones de los gradientes 
espaciales del estado inicial, se llega a: 
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(7.22) 
En ablandamiento, por lo menos una de las velocidades de fase es imaginaria, lo cual 
no es físicamente posible. Las ecuaciones de movimiento son elípticas. Las ondas no se 
pueden propagar en el material y las ecuaciones que gobiernan el movimiento se 
vuelven mal condicionadas porque no hay soluciones a las ecuaciones de movimiento.  
En el modelo de daño dependiente del tiempo la situación es más simple. En vista de 
la definición de la ecuación de evolución del daño ( ) ( )ttttt dHrgd ,, ττµ=& , la 
velocidad de daño no es función de la perturbación como en el modelo dependiente del 
tiempo. La velocidad de daño es una función de la tasa de liberación de energía y de las 
variables de endurecimiento/ablandamiento en el estado inicial. Si en la ecuación (7.20) 
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se agrupan los términos en los que aparece la perturbación y se omiten los otros 
términos que son funciones del estado inicial solamente y no tienen influencia en la 
naturaleza de las ecuaciones diferenciales parciales, se obtiene: 
[ ] 22,,, )1()1( tvCdCdCd ijkloijklokloijklojjkloijklo ∂∂=−=−− ρεεε &&&  (7.23)
Esta ecuación es idéntica  a la de un sólido elástico con una rigidez oijklo Cd )1( −  que 
es positiva definida en todo el sólido. Es trivial mostrar que la ecuación de la onda es 
incondicionalmente hiperbólica. En consecuencia, el problema de ondas es estable y 
bien condicionado independientemente del estado inicial de daño y deformación a partir 
del cual se considera la perturbación. 
7.3.4. Implementación numérica 
Simo et al (1987b) presenta una familia de un parámetro de algoritmos de integración 
incondicionalmente estable. 
Supóngase que se produce una carga en daño, o sea 01 >−≡ + nn rg τ . Aplicando la 
regla del punto medio generalizado a las ecuaciones (7.14) y (7.15) se obtiene: 
αααµ∆ ++++ += nnnnn Hgdd 1  
)(1 ααααα τµ∆µ∆ ++++++ −+=+= nnnnnnnn rrgrr  
( ) ( ) ( )
nijnijnij
εαεαε α )1(1 −+= ++  
( )[ ]αα εττ ++ = nijn  
nnn rrr )1(1 ααα −+= ++  [ ]
αµ∆
τµ∆µ∆α
α
ααα
+
+++
+ +
+−−=
n
nnnn
n
rr
1
)1(1
1  
(7.24)
Este algoritmo es incondicionalmente estable para 
2
1≥α  y tiene precisión de 
segundo orden para 
2
1=α . Simo y Ju (1987b) emplean 1=α  que corresponde al 
método de Euler Backward. A continuación se esquematiza el esquema de integración 
numérica para este caso. 
1) Obtención del incremento de desplazamiento para el paso “n” a partir de la ecuación de equilibrio 
escrita de acuerdo al esquema de elementos finitos: niu∆  
2) Obtención del incremento de deformaciones y actualización de las deformaciones:  
( )
n
ij
n
ij
n
ij
n
ij
n
ji
n
ij uu
εεε
ε
∆+=
∆+∆=∆
−1
,,2
1
 
3) Predictor elástico                   1−= nn dd     1−= nn rr  
4) Evaluación de la fuerza termodinámica conjugada de la variable de daño: 
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( ) nkloijklnijnon Cy εεΨ 21==  
5) Evaluación de la deformación equivalente: ( )nn yττ =  
6) Verificación del criterio de daño 
Si    ( ) 0, ≤nn rg τ      comportamiento elástico →  9) 
7) Evolución del daño dependiente del tiempo. Evaluación del nuevo umbral de daño 
nn t∆µµ∆ =  
( ) ( ) ( )1
1
1
1
−
−
−+=≡−=−
+
+=
nn
n
nnnn
n
nn
n
n
n
n
n
n
rrrrg
rr
τµ∆
µ∆∆τµ∆τµ∆
µ∆
τµ∆
 
8)  Actualización de la variable de daño: ),()( nnnnn
n rHrd ττµ∆∆ −=   ;  nnn ddd ∆+= −1  
9) Actualización del tensor de tensiones 
( ) nkloijklnnij Cd εσ −= 1  
10) Fin del proceso de integración de la ecuación constitutiva.  
 
Es interesante analizar los casos extremos 0→µ  y ∞→µ  del coeficiente de 
viscosidad y su efecto. 
a) 0→µ : 0→nµ∆ , 1−→ nn rr  y  ( )1−−→ nnn rg τ . Entonces no se desarrolla daño 
adicional durante el incremento y se tiene una respuesta elástica instantánea. 
b) ∞→µ : ∞→nµ∆ , nnr τ→ , 0→ng  y nnn Hd τ∆∆ = . Esta situación 
corresponde a la caracterización del daño independiente de tiempo o invíscida.  
Como ∞≤≤ µ0  se debe tener nnn rr τ≤≤−1 , lo que quiere decir que la expansión 
de la superficie de daño está acotada entre los límites correspondientes a elasticidad 
instantánea y daño invíscido. 
7.4. Modelo de daño escalar implícito 
dependiente del tiempo (Luege 2002) 
7.4.1. Introducción 
Es un modelo de daño escalar dependiente del tiempo para hormigón. El mismo está 
basado en una extensión de un modelo de daño independiente del tiempo a través de una 
regla de evolución del daño análoga a la de la deformación viscoplástica de Perzyna. La 
formulación propuesta permite simular la dependencia de la velocidad de deformación, 
en particular, la sobre resistencia y modificación en la forma de la curva de 
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endurecimiento/ablandamiento que presenta el hormigón bajo altas velocidades de 
deformación. Como casos extremos, el modelo es capaz de reproducir tanto un 
comportamiento elástico como de daño independiente del tiempo. 
La integración de la ecuación constitutiva se realiza mediante un algoritmo tipo full 
Euler backward. El operador tangente consistente se deduce a partir de un sistema de 
ecuaciones implícitas dependientes de la deformación específica.  
Los ejemplos de aplicación desarrollados muestran que el modelo es capaz de 
simular el comportamiento del hormigón bajo altas velocidades de deformación.  
7.4.2. Bases termodinámicas 
Para el caso de problemas térmicamente estables y pequeñas deformaciones, en 
ausencia de deformaciones plásticas la densidad de energía libre se expresa como: 
kl
o
ijklij Cd εεΨ )1(2
1 −=  (7.25)
Las relaciones de Colleman, garantizan el cumplimiento del Segundo Principio de la 
Termodinámica y conducen a la expresión secante: ( )
klijkl
ij
ij
ij C
d εε
εΨσ =∂
∂= ,      oijklijkl CdC )1( −=  (7.26)
La disipación mecánica resulta: 
0≥= dodm &ΨΞ  (7.27)
7.4.3. Criterio de daño 
Se define un criterio de daño que marca el umbral del comportamiento elástico. El 
mismo se expresa como una función escalar de las componentes del tensor de tensiones: ( ) ),(),( dqdg ijijij σστσ −=  (7.28)
donde: 
)( ijσσ  es la tensión equivalente para la cual pueden utilizarse, por ejemplo, las 
funciones de fluencia de la teoría de plasticidad (Tresca, Von Mises, Mohr-Coulomb, 
etc). 
),( dq ijσ  es el umbral de daño que en este caso se define como una función explícita 
de la variable interna de daño, de la siguiente manera: 
[ ] (d)q)-r((d)+ q )R,d) = r(q( cijtodijij σσσ 1  (7.29)
donde las funciones qt(d) y qc(d) representan la evolución de la tensión en función de 
la degradación de la rigidez, en procesos de tracción y compresión uniaxial y pueden 
deducirse de las curvas σt-εt y σc-εc experimentales. odR  es la relación entre los 
umbrales de daño en compresión uniaxial y tracción uniaxial. 
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El factor r(σij), definido como sigue, se introduce para tener en cuenta el tipo de 
estado tensional: 
∑
∑
=
== 3
1
3
1
i
i
i
i
r
σ
σ
 
(7.30) 
donde σi son las tensiones principales y ( )xxx += 21  es la función rampa. 
7.4.4. Regla de evolución de la variable interna de daño d 
Se define una regla de evolución del daño análoga a la de la deformación 
viscoplástica propuesta por Perzyna: 
N
q
g
d 



= η
1&
 
(7.31) 
η y N son parámetros del material que pueden determinarse mediante ensayos 
experimentales con velocidades de deformación controlada. N es un parámetro 
adimensional, mientras que µη 1=  es la inversa de la fluidez, tiene dimensiones de 
tiempo y representa una especie de viscosidad.  
De acuerdo a la ecuación (7.31), el daño sólo crece cuando 0>g , es decir, cuando el 
estado tensional es tal, que la tensión equivalente ( )ijστ  supera al umbral de 
degradación ),( dq ijσ  y se inicia el proceso de degradación en el material. Como en la 
teoría de la viscoplasticidad, se admiten valores de tensión fuera de la superficie de 
daño definida por 0=g .  
La velocidad de degradación depende de la sobretensión existente y de los 
parámetros materiales η y N. A modo de ejemplo, para un valor muy elevado de η, la 
velocidad de daño resulta prácticamente nula, obteniéndose un comportamiento cuasi- 
elástico. Por el contrario, si la viscosidad ∞→η , la velocidad de daño también tiende a 
infinito o sea que el daño se produce intantáneamente como en los modelos de daño 
independientes del tiempo. 
Esta regla de evolución de daño permite simular, numéricamente, la disminución de 
la fisuración observada experimentalmente cuando se incrementa la velocidad de 
deformación. La sobrerresistencia se obtiene retardando el retorno del estado tensional a 
la superficie de daño mediante un retardo en la evolución del daño.  
7.4.5.Tratamiento numérico  
Algoritmo de integración de la ecuación constitutiva 
Para la integración de las ecuaciones constitutivas correspondientes al modelo 
propuesto, se utiliza un algoritmo de tipo Euler Backward basado en un único residuo 
en tensiones.  
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La actualización de las variables se puede hacer de la siguiente manera: 
( ) ( )( )
( )( )
( ) ( ) nkloijklnknkij
N
n
k
n
kij
n
k
n
kij
n
kij
N
n
k
n
kn
k
n
k
n
k
n
k
Cd
dq
dqt
q
gtd
ddd
εσ
σ
σστ
η
∆
η
∆∆
∆
−=
−==
+= −
1
,
,
1
 (7.32)
Este conjunto de ecuaciones puede resumirse en una sola ecuación no lineal del 
incremento de la variable de daño: 
( ) ( ) 0~)(),(, =−== Nijd qgtddRdqddR η∆∆∆∆∆σ∆  (7.33)
Que puede resolverse, por ejemplo, mediante el método de Newton Raphson para 
actualizar iterativamente el incremento de la variable de daño como sigue: 
( ) ( ) 1
1
1
1
~~
−
−
−
− 


−= k
k
n
k
n
k Rdd
Rddd ∆∆∆  (7.34)
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 (7.35)
A continuación esquematiza el algoritmo. 
1) Obtención del incremento de desplazamiento para el paso “n” a partir de la 
ecuación de equilibrio escrita de acuerdo al esquema de elementos finitos: niu∆  
2) Obtención del incremento de deformaciones y actualización de las deformaciones:  
( )
n
ij
n
ij
n
ij
n
ij
n
ji
n
ij uu
εεε
ε
∆+=
∆+∆=∆
−1
,,2
1
 
3) Predictor elástico k=0 
0=nod∆  ; 1−= nno dd ; 1−= nno qq ; ( ) ( ) nijoijklnonoij Cd εσ −= 1  
4) Evaluación de la función de daño: 
( )( ) ( )( )nknkijnkijijnk dqdg ,),( σστσ −=  
5) Cálculo del residuo:  
( ) N
n
k
n
kn
kk q
gtdR η
∆∆ −=~  
6) Si toleranciaRk ≤
~
 , vaya a 12) 
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7) Comienza proceso iterativo: k=k+1 
8) Corrección de la variable de daño: 
( ) 1
1
1
~~
−
−
−




∂
∂−= k
k
k Rd
Rd ∆∆δ    ,   k
n
k
n
k d)dd ∆δ∆∆ (1 += −    ,   nknnk ∆ddd += −1  
9) Cálculo de la tensión: ( ) ( ) kloijklnknkij Cd εσ −= 1  
10) Actualización del umbral de daño: [ ] [ ] [ ]nkcnknktodnknk (d)q)-r(+ (d)q )R = r(q σσ 1  
11) Vuelva a 4)  
12) Fin del proceso iterativo: nkij
n
ij )()( σσ = ,   nkn dd =  ,   nkn qq =  
13) Cálculo del operador tangente consistente TijklC  
14) Fin integración de la ecuación constitutiva 
7.4.6. Operador tangente consistente 
Cuando la resolución de la ecuación de movimiento en el tiempo se realiza mediante 
un método implícito, se requiere el operador tangente consistente para el cálculo de la 
matriz Jacobiana: 
kl
ijT
ijkl d
d
C ε
σ=
 
(7.36) 
Como el modelo de daño descrito no posee una condición de consistencia que 
obligue al estado tensional a ubicarse sobre la superficie de daño, el operador tangente 
no puede ser deducido derivando la expresión secante, sino que debe obtenerse 
numéricamente en consistencia con el algoritmo de integración de la ecuación 
constitutiva. Expresando en forma implícita las ecuaciones que definen el modelo y que 
dependen de la deformación específica εkl, se tiene: 
( ) ( )[ ] ( ) 01,; =−−= nkloijklnnijij CddR εσεεσεσ  (7.37) 
( ) ( )[ ] ( )( ) 0,; 1 =



−−= −
N
n
c
nd
nnd
f
GtdddR η
∆εεσε
 
(7.38) 
Las variables de estado se determinan mediante el algoritmo de integración de la 
ecuación constitutiva y son todas funciones de la deformación como lo indican las 
ecuaciones (7.37) y (7.38), que constituyen una definición implícita de )( klij εσ . De 
acuerdo al teorema de funciones implícitas, esta definición es localmente única y 
diferenciable. Se puede utilizar este teorema para determinar el operador tangente 
consistente (Hartmann et al 1997). Si se diferencian las ecuaciones (7.37) y (7.38), se 
deduce lo siguiente: 
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(7.39)
0=∂
∂+∂
∂
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Despejando 
mnd
dd
ε  de la Ecuación (7.40) y reemplazando en la Ecuación (7.39), se 
puede obtener el operador tangente consistente 
mn
klT
klmn d
dC ε
σ=  , y resulta: 
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 (7.41)
donde: 
jlik
kl
ijR δδσ
σ
=∂
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(7.42)
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Reemplazando las ecuaciones (7.42) a (7.46) en (7.41) se obtiene: 
( ) oijmn
kl
NN
ijjlik
T
klmn Cdqq
-qNt 
d
q
qq
-qNη
∆tC −
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 (7.47)
 Se puede observar que cuando 0→η
∆t ,  oklmnklmnTklmn CdCC )1( −=→ , es decir, 
coincide con el operador secante correspondiente a un comportamiento elástico. 
Si en cambio ∞→η
∆t , 0→
t∆
η  
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 (7.48) 
Este módulo es idéntico al módulo tangente del modelo de daño independiente del 
tiempo que está dado por la ecuación (3.48).  
Esto puede demostrarse premultiplicando el tensor tangente del modelo 
independiente del tiempo tijklC  por el tensor que aparece entre corchetes sin invertir y 
teniendo en cuenta que cuando ∞→η
∆t , q→τ , esto es: 
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De donde: 
( ) oijmn
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De esto se concluye que cuando ∞→η
∆t  entonces tijklTijkl CC →  
7.4.7. Ejemplos de aplicacion 
Con el objeto de analizar el comportamiento del modelo y los algoritmos 
desarrollados, se realizan a continuación distintos ejemplos numéricos. 
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a) Ejemplo cuasi-estático de deformación controlada 
Se analiza el comportamiento a compresión uniaxial de un elemento plano de cuatro 
nodos y cuatro puntos de integración, como el de la Figura 7.1. 
 
Figura 7.1. Compresión uniaxial cuasi-estática con deformación controlada 
Las propiedades mecánicas del hormigón utilizado son las siguientes: 
Módulo de Elasticidad:   E=30 000 MPa 
Módulo de Poisson: ν =0.2 
Umbral de daño inicial en tracción uniaxial cuasi-estática: fctm=2.2 MPa 
En primer lugar, se adoptan N=1 y η=0.001s y se obtienen las curvas tensión- 
deformación específica para distintas velocidades de deformación que se han 
representado en la Figura 7.2. Se observa que un aumento en la velocidad de 
deformación implica una disminución en la velocidad de daño y, consecuentemente, un 
aumento de la resistencia. 
 
dε /dt [s -1 ]:
0
2
4
6
8
0.E+00 2.E-04 4.E-04 6.E-04ε 1
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M
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]
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Figura 7.2 Curvas tensión - deformación axial para distintas velocidades de deformación 
(N = 1 y η = 0, 001 s) 
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A fin de realizar una correcta elección de los parámetros N y η, los cuales 
determinan la velocidad de daño, es conveniente estudiar el efecto que los mismos 
tienen en el comportamiento.  
Para el caso del hormigón, el Código Europeo da expresiones para el cálculo de la 
resistencia pico en función de la velocidad de deformación. Las mismas pueden ser 
utilizadas como referencia para la elección de los valores de los parámetros N y η en ese 
material. 
En la Figura 7.3 se grafica la relación de resistencias fct /fctm en función de la 
velocidad de deformación, obtenida con el modelo propuesto para η=0.001s y distintos 
valores del parámetro N. En la misma figura se representa, además, la curva 
correspondiente a las expresiones del CEB-FIP’90. Puede observarse que, para valores 
de N mayores que uno, el modelo no supera el triple de la resistencia estática. En 
particular, para velocidades de deformación del orden de 1s-1, la resistencia resultante es 
aproximadamente el doble de la resistencia original. La evolución de la resistencia con 
la velocidad de deformación puede ajustarse a los datos experimentales tomando valores 
altos del parámetro N,  mayores que 2. 
 
 
Figura 7.3 Resistencia relativa fct/fctm en función de la velocidad de deformación para 
η = 0, 001 s y distintos valores de N 
 
En forma análoga, en la Figura 7.4 se representa la relación de resistencias fct/fctm 
para distintos valores del parámetro η. Para valores pequeños de η el comportamiento 
es prácticamente coincidente con el daño independiente del tiempo. A medida η crece, 
el comportamiento se aleja del correspondiente al modelo de daño independiente del 
tiempo y se acerca al elástico. Para valores de η menores que 0.001s y velocidades de 
deformación menores que 10s-1, la relación de resistencias fct/fctm se mantiene menor 
que 3. Es importante destacar que los valores de η que mejor ajustan los resultados 
experimentales son del orden de 0.0001s. 
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Figura 7.4. Resistencia relativa fct/fctm en función de la velocidad de deformación para 
distintos valores de η y N = 2 
 
De los ejemplos numéricos realizados se puede concluir que, adoptando 
adecuadamente los parámetros intervinientes, el modelo es capaz de simular 
satisfactoriamente la sobrerresistencia del hormigón bajo velocidades deformación del 
orden de 10-5 a 10s-1 . 
b) Barra sometida a una carga de tipo impulsiva 
En este ejemplo se analiza el comportamiento de la barra de la Figura 7.5 sometida a 
fuerzas de tracción, en lo que respecta a la propagación de onda a lo largo de la misma. 
La barra está fija en un extremo y sometida en el extremo opuesto a una carga dinámica 
que varía en el tiempo como se indica en la misma figura. 
Se analiza el problema con mallas de 5, 10 y 20 elementos de tensión plana, 8 nodos 
y 2x2 puntos de integración. 
El pulso de carga se define con Po=0.9(A fctm), donde A=1cm2 es el área de la barra y 
fctm=2.2 MPa la resistencia a tracción del hormigón en un ensayo cuasi-estático (ver 
Figura 7.5). 
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Figura 7.5 Barra sometida a carga impulsiva en un extremo (t0 = 10- 3 s) 
 
La integración en el tiempo de las ecuaciones de campo se realiza mediante un 
esquema implícito de Newmark con α=0.25 y δ=0.5. 
Cuando la onda llega al extremo fijo de la barra, rebota duplicando el valor de la 
acción y el material entra en la etapa de ablandamiento posterior al pico. En la Figura 
7.6 se grafica la deformación específica a lo largo de la barra, en t=5to, para las mallas 
de  5, 10 y 20 elementos. Puede observarse que los resultados obtenidos con las distintas 
discretizaciones resultan coincidentes y la localización de la deformación ocurre en un 
ancho de banda independiente del tamaño del elemento, lo cual verifica que la ecuación 
de onda resulta bien condicionada. 
 
 
Figura 7.6 Deformación εx  a lo largo de la barra para distintas mallas en el tiempo t=5t0, 
(N = 2 y η = 0, 001 s) 
 
Cuando t=5to, la onda rebota en el extremo fijo de la barra y comienza la 
degradación en el hormigón y, por consiguiente, la evolución de la variable de daño. En 
la Figura 7.7 se grafica la deformación εx  a lo largo de la barra, en ese instante de 
tiempo para distintos valores de η. Se observa que para valores de η mayores que 0.01s, 
la deformación específica es prácticamente coincidente con la correspondiente al 
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comportamiento elástico. En cambio, cuando η disminuye, el comportamiento se acerca 
al de un modelo de daño independiente del tiempo. Más aún, la aproximación al modelo 
de daño independiente del tiempo implica también una disminución de la banda de 
localización de deformaciones y la consecuente aparición del problema falta de 
objetividad en la respuesta que caracteriza a los modelos independientes del tiempo. 
 
 
Figura 7.7 Deformación εx a lo largo de la barra con distintos η, (N = 2, 5 elem., t = 5t0) 
 
La variable interna de daño evoluciona en mayor medida en la zona cercana al 
extremo fijo de la barra. En la Figura 7.8 puede observarse la evolución de la variable 
interna de degradación d  en dos intervalos de tiempo consecutivos, como consecuencia 
del rebote de la onda en dicho extremo. 
 
 
 
Figura 7.8 Evolución de la variable de daño d a lo largo de la barra en dos intervalos 
consecutivos de tiempo (N = 2 y η = 0, 001 s) 
 
El análisis de la propagación de onda en una barra empotrada en un extremo y 
sometida en el otro extremo a la acción de una carga dinámica permite verificar que la 
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ecuación de movimiento se mantiene bien condicionada. Los resultados no varían al 
densificar la malla. 
 
8. Modelos de daño y 
plasticidad 
8.1. Introducción 
 
Existe cierta evidencia experimental de que el daño está ligado a las deformaciones 
permanentes. Sin embargo, los mecanismos de interacción entre el daño y las 
deformaciones plásticas son de naturaleza complicada y no pueden ser simulados 
mediante un único modelo fenomenológico. 
El daño está siempre relacionado con alguna deformación irreversible ya sea a 
micronivel o a mesonivel. Todos los mecanismos de daño crean microdeformaciones 
plásticas. Por otro lado, el daño influye en las deformaciones plásticas o irreversibles 
sólo porque el área elemental de resistencia disminuye a medida que decrece el número 
de ligaduras. El daño no influye directamente en el mecanismos de deslizamiento que 
causa las deformaciones permanentes. Es decir que no existe un acoplamiento de estado. 
El acoplamiento indirecto, debido a un aumento de la tensión efectiva, sólo aparece en 
las ecuaciones constitutivas cinéticas (ecuaciones de evolución de las variables internas) 
y por ello se denomina “acoplamiento cinético”. 
A medida que las deformaciones plásticas crecen desde cero, el daño permanece nulo 
durante la nucleación de microfisuras. Esto corresponde a la acumulación de micro-
tensiones o dislocaciones en metales que generan las microfisuras. Esto significa que 
existe un umbral de deformación permanente por debajo del cual no se produce daño. 
8.2. Forma general de los modelos de daño 
y plasticidad (Besson et al 2001) 
8.2.1. Diferentes formas de acoplamiento  
Las leyes de daño y los conceptos introducidos hasta ahora se refieren al 
comportamiento elástico. Cuando se formulan modelos en los que entran en juego a la 
vez las leyes de elasticidad y las leyes de endurecimiento plástico, surgen distintas 
posibilidades en relación a si el daño aparece o no en los términos de la energía libre 
asociados al fenómeno plástico. Se distinguen tres casos: 
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a) Teoría sin acoplamiento.  
En estas teorías la fuerza termodinámica asociada al daño es la misma que en los 
modelos antes descriptos. En el caso de daño escalar resulta igual a la tasa de liberación 
de energía elástica. Esta teoría es utilizable cuando existen deformaciones permanentes. 
Simplemente considera que no hay acoplamiento entre el daño y el endurecimiento 
plástico. 
b) Hipótesis de elasticidad desacoplada 
Considera que la energía libre, para el caso de daño escalar, puede ser escrita como: ( ) ( ) ( )βΨαΨεΨΨ dipeije D ++= ,  (8.1) 
Donde iα  designa las variables de endurecimiento plástico y β  una medida escalar 
del daño acumulado.  
Las fuerzas termodinámicas asociadas a las variables de daño resultan: 
β
ΨΨ
∂
∂=∂
∂−= de B
D
Y        (8.2) 
Las leyes de evolución del daño se construyen utilizando estas variables. 
Como en el caso anterior, no hay acoplamiento entre endurecimiento plástico y daño. 
Sin embargo, este enfoque modifica la expresión de la energía disipada por daño que 
resulta, en este caso: 
βΞ BDYd  −= &  (8.3) 
c) Acoplamiento entre endurecimiento plástico y daño 
Independientemente de la consideración o no de la variable interna de daño β , el 
acoplamiento entre endurecimiento plástico y daño se puede considerar a partir de una 
expresión para la energía libre del tipo: ( ) ( )
( ) ( ) ( )βΨαΨεΨΨ
αΨεΨΨ
dip
e
ije
ip
e
ije
DD
ó
DD
++=
+=
,,
,,
 (8.4) 
En este caso se tiene una nueva expresión para la fuerza termodinámica asociada al a 
la variable de daño D, que presenta dos términos. 
pe
pe YY
DDD
Y +=∂
∂−∂
∂−=∂
∂−= ΨΨΨ  (8.5) 
Si se considera daño escalar con el mismo factor de reducción para eΨ  y pΨ , se 
puede escribir, por ejemplo: 
( ) ( ) ( )[ ]iopeijoeD αΨεΨΨ +−= 1   con  ( ) ekloijkleijeijoe C εεεΨ 21=  (8.6) 
La fuerza termodinámica asociada a las variables plásticas resulta: 
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( )
j
o
p
j
p
j DA α
Ψ
α
Ψ
∂
∂−=∂
∂= 1  (8.7)
8.2.2. Acoplamiento disipativo 
En el caso de las leyes de evolución hay también distintas posibilidades, de acuerdo a 
que se considere que los mecanismos de plasticidad y daño son idénticos o no. 
a) Un primer enfoque consiste en considerar un único mecanismo, gobernado por la 
plasticidad, con un solo potencial de disipación: 
( ) ( ) ( )DYFDAFDYAF djijpjij ;;,;,,* +== σσϕ  (8.8)
Con una regla de normalidad en la que interviene un único multiplicador plástico. 
Y
F
Y
FD
A
F
A
FFF
d
j
p
jij
p
ij
p
ij
∂
∂=∂
∂=
∂
∂−=∂
∂−=∂
∂=∂
∂=
λλ
λλασλσλε
&&&
&&&&&&
j         
 (8.9)
En el caso de mecanismos independientes del tiempo, el multiplicador λ&  se obtiene 
de la condición de consistencia plástica. 
En este enfoque la distinción entre mecanismos de plasticidad y daño no aparece más 
que en la separación entre pF  y dF. Se puede observar que no puede ocurrir daño si no 
hay plasticidad, ni se puede dar plasticidad sin daño. Esto constituye una limitación muy 
fuerte de este enfoque. 
b) Un segundo enfoque consiste en considerar un único mecanismo disipativo que 
puede descomponerse en dos partes: 
( ) ( ) ( )DYFDYAFDYAF djijpjij ;;,,;,,* +== σσϕ  (8.10)
Pero estas partes no son independientes sino que están implícitamente acopladas a 
través de la fuerza termodinámica Y, conjugada del daño, que es a su vez función del 
tensor de tensiones y del daño. Teniendo en cuenta esto las leyes de evolución se escribe 
utilizando dos multiplicadores como sigue: 
Y
F
Y
F
D
FF
d
d
p
p
ij
d
d
ij
p
p
p
ij
∂
∂+∂
∂=
∂
∂+∂
∂=
λλ
σλσλε
&&&
&&&
 (8.11)
Los multiplicadores dp λλ && y   se determinan a partir de las condiciones de 
consistencia plástica y de daño respectivamente: 
0            0 ==== ddpp ffff &&  (8.12)
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c) Un tercer enfoque consiste en considerar separadamente los dos mecanismos y los 
dos criterios asociados. Se tienen entonces dos potenciales de disipación independientes 
y dos multiplicadores independientes. ( ) ( )   0;,                        ;, ≤DAfDAF jijpjijp σσ  (8.13) 
( ) ( )   0,;,                        ,;, ≤ββ DBYfDBYF dd  (8.14) 
j
p
p
ij
p
p
p
ij A
FF
∂
∂−=∂
∂= λασλε
&&&&
j               (8.15) 
B
F
Y
F
D dd
d
d ∂
∂−=∂
∂= λβλ &&&&                (8.16) 
βy  D  intervienen como parámetros en los dos potenciales 
Los multiplicadores dp λλ && y   se determinan a partir de las condiciones de 
consistencia plástica y de daño respectivamente mediante la ecuación (8.12) 
Este tipo de enfoque se utiliza en la mayoría de los modelos de daño. Tiene la ventaja 
de permitir la construcción de leyes independientes (pero acopladas por medio del 
concepto de tensión efectiva) entre la plasticidad y el daño. En particular, se puede 
describir el caso de daño frágil en el que no se producen deformaciones plásticas 
significativas, por ejemplo como en el hormigón, cerámicos y compuestos cerámicos. 
Por el contrario pueden ocurrir deformaciones plásticas importantes sin que se produzca 
daño como en el caso de corte puro en aleaciones metálicas. 
Este enfoque permite tener en cuenta en la modelación macroscópica el hecho de que 
los mecanismos de deformación plástica y de daño son diferentes.  
 
8.3. Modelo de daño escalar explícito 
acoplado con plasticidad (Simo y Ju 1987 a y b) 
8.3.1. Bases termodinámicas 
Para introducir la plasticidad y el daño simultáneamente utilizan la siguiente 
expresión para la energía libre que corresponde al tipo de acoplamiento descrito como 
c) en el apartado 8.2.1.: 
( ) ( ) ( )ipijppijijijoipijij qddq ,)1(,,, σΨσεεΨσεΨ +−−=  (8.17) 
Donde pijσ  es la tensión de relajación plástica, pΨ  un potencial plástico, iq  un 
conjunto de variables internas plásticas y . 
( ) kloijklijijo C εεεΨ 21=  (8.18) 
La disipación resulta: 
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De donde surge las ecuaciones secantes: 
p
ij
ij
o
ij d σε
Ψσ −∂
∂−= )1(  
p
ij
p
ij σ
Ψε ∂
∂=  
(8.20)
Y las expresiones de la disipación: 
0    y                        0 ≥∂
∂−≥ i
i
p
o q
q
d && ΨΨ  (8.21)
La variable termodinámica conjugada de la variable de daño resulta: 
o
d
y ΨΨ =∂
∂−=−  (8.22)
8.3.2. Reglas de evolución de la plasticidad y el daño. 
Este modelo utiliza un acoplamiento disipativo como el descrito en el punto c) del 
apartado 8.2.2, es decir con dos multiplicadores y dos potenciales independientes para 
daño y plasticidad.  
La evolución del daño se describe con las ecuaciones (3.13) a (3.27) del capítulo 3. 
8.3.3. Respuesta plástica 
De acuerdo al concepto de tensión efectiva, la caracterización de la respuesta plástica 
debe ser formulada en el espacio de tensiones efectivas. Se define la función de fluencia 
en dicho espacio como: 
( ) 0, ≤iij qf σ  (8.23)
Con la hipótesis de plasticidad asociada, las ecuaciones que caracterizan la respuesta 
plástica en el espacio de deformaciones son: 
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 (8.24) 
Donde λ&  es el parámetro de consistencia plástica y ih  el l tensor de endurecimiento. 
Con la notación: 
p
ij
ij
o
ij σε
Ψσ −∂
∂=  (8.25) 
Las condiciones de carga/descarga plástica resultan: 
( ) 0, ≤iij qf σ         0≥λ&         ( ) 0, =iij qf σλ&  (8.26) 
La condición de consistencia plástica 0=f&  conduce a : 
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  (8.27) 
De donde se puede extraer el multiplicador plástico que resulta: 
i
iklklij
o
ij
kl
klij
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ij
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q
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∂−∂
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∂
∂
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∂
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Ψ
σλ 2
2
&
&   (8.28) 
La relación tangente efectiva se expresa como: 
kl
t
ijklij C εσ && =   (8.29) 
Donde el tensor elastoplástico tangente efectivo se calcula como: 
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Y resulta simétrico si se trabaja con plasticidad asociada. 
8.3.4. Tensor elastoplástico dañado tangente 
El tensor tangente se deduce de la expresión  
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kl
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ij
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ijkl
t
ijkl
HCdC ε
Ψστ ∂
∂−−= )1(  (8.32)
Y resulta en general no simétrico salvo en dos casos: 
a) 
ij
o
ij ε
Ψσ ∂
∂= , lo cual implica 0=pijσ  o sea en el caso de daño puro o en ausencia 
de plasticidad. 
b) Plasticidad asociada y 0=H  o sea en ausencia de daño 
8.3.5. Tratamiento numérico 
Se resuelve el problema en forma desacoplada, primero el problema de daño y luego 
el plástico en forma iterativa mediante un algoritmo de tipo retorno mapeado. A 
continuación se esquematiza el algoritmo. 
1) Obtención del incremento de desplazamiento para el paso “n” a partir de la ecuación de equilibrio 
escrita de acuerdo al esquema de elementos finitos: niu∆  
2) Obtención del incremento de deformaciones y actualización de las deformaciones:  
( )
n
ij
n
ij
n
ij
n
ij
n
ji
n
ij uu
εεε
ε
∆+=
∆+∆=∆
−1
,,2
1
 
3) Predictor elástico                   1−= nn dd     1−= nn rr    
4) Evaluación de la fuerza termodinámica conjugada de la variable de daño: 
( ) nijoijklnijnon Cy εεΨ 21==  
5) Evaluación de la deformación equivalente: ( )nn yττ =  
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6) Verificación del criterio de daño 
Si    ( ) 0, ≤nn rg τ      No hay evolución del daño→  9) 
7) Evolución del daño. Evaluación de la variable de daño: )( nn Gd τ=  
8) Actualización del umbral de daño: nnr τ=  
9) Predictor elástico: k=0 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n
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p
ij
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ij
o
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oij
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i
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np
ij
n
o
p
ij qq σε
Ψσσσ −



∂
∂=== −−         11  
10) Verificación de la condición de fluencia: 
( ) ( )( ) 0≤− nkinkpij qf σ  No hay evolución  plástica→  15) 
11) Evolución plástica k=k+1 
12) Cálculo del parámetro de consistencia plástica: n
k
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13) Actualización de las variables plásticas y de la tensión efectiva: 
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14) Vuelva a 10) 
15) Fin proceso de corrección plástica  
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16) Fin del proceso de integración de la ecuación constitutiva.  
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8.4. Modelo de daño escalar acoplado con 
plasticidad (Luccioni et al 1996) 
8.4.1. Introducción 
Este modelo resuelve simultáneamente el problema plástico con el de degradación de 
rigidez. Las condiciones de consistencia plástica y de daño se satisfacen 
simultáneamente en cada etapa de carga. De esta forma, utilizando variables de daño 
relacionadas con la disipación de energía en cada uno de los procesos, se logra una 
correcta disipación de energía del proceso global. 
El modelo es simple y presenta una analogía total con los modelos elastoplásticos 
utilizados para reproducir el comportamiento de materiales friccionales. 
8.4.2. Bases termodinámicas 
Este modelo está basado en la hipótesis de elasticidad desacoplada según la cual la 
densidad de energía libre total Ψ  se puede suponer formada por dos partes 
independientes: una parte elástica eΨ  y una parte plástica pΨ , correspondientes a los 
procesos elástico y plástico respectivamente.  
( ) ( ) ( )ppeijeieij dd κΨεΨαεΨ += ,,,  (8.33)
Para pequeñas deformaciones y problemas térmicamente estables, la parte elástica de 
la energía libre se escribe como una función cuadrática:  
[ ]ekl )( 21),( εεεΨ dCmd sijkleijoeije =  (8.34)
Donde )(dC sijkl  es el tensor constitutivo secante afectado por el daño y cdd ≤≤0 es 
la variable de daño escalar.  
Esta forma de acoplamiento corresponde a la descrita como b) en el punto 8.2.1. 
Si se escribe: 
[ ]ekloijkleije Cdd εεΨΨ 21 )-(1 =  )-(1 = o  (8.35)
Donde o Ψ  representa la energía libre elástica del material no dañado, resulta: 
o
ijklijkl
o
ijklijkle
ij
o
e
ij
e
ij CdCCdCd )1(       )1()1(   
e
kl
e
kl −=−==−== εε∂ε
Ψ∂
∂ε
Ψ∂σ  (8.36)
La disipación mecánica resulta: 
0  m ≥−−= dd
e
p
p
p
p
ijij
&&& ∂
Ψ∂κ∂κ
Ψ∂εσΞ  (8.37)
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8.4.3. Proceso plástico 
El proceso plástico se describe a través de una generalización de la teoría de la 
plasticidad clásica que permite tener en cuenta algunos aspectos del comportamiento de 
geomateriales. 
El límite del comportamiento elástico se describe a través de una función de fluencia: 
0  );()( = );( ≤− pijpijpij fF κσΚσκσ  (8.38) 
donde )( ijf σ  es la tensión equivalente definida en el espacio de tensiones que puede 
tomar la forma de cualquiera de las funciones de fluencia de la plasticidad clásica 
(Tresca, Von Mises, Mohr Coulomb, Drucker Prager, etc.) 
);( kij ασΚ  es el umbral de fluencia y κ p es la variable de daño plástico o variable de 
endurecimiento isótropo. 
Se definen las siguientes reglas de evolución para las deformaciones plásticas y la 
variable de daño plástico: 
ij
p
mnp
ij
σG
∂σ
κ∂λε );(  .
.
=  (8.39) 
( )
ij
p
mn
ijk
.
p
ij
p
k
.
p
σ
);G(σ
 h λ ) ;(σ Hλ p ∂
κ∂κκ == &  (8.40) 
donde 
.λ  es el factor de consistencia plástica, G la función de potencial y ( )
ijk p
h  es 
un tensor que define la evolución de la variable de endurecimiento plástico. 
La variable de endurecimiento plástico κ p se obtiene normalizando la energía 
disipada en el proceso plástico a la unidad y varía entre 0 para el material virgen y 1  
cuando se ha disipado plásticamente la totalidad de la energía que el material es capaz 
de disipar de esta forma. Se propone para la misma la siguiente regla de evolución que 
tiene en cuenta el comportamiento diferenciado en tracción y compresión: 
 ( ) pijij*p
c
*p
f
p ε σ
g
r + 
g
r κ && 


 −1=  (8.41) 
Donde: 
 r =                  =  1
2
  +  
i
i=1
3
i
i=1
3 i i i
σ
σ
σ σ σ
∑
∑
 (8.42) 
σi : son las tensiones principales 
 pc
ij
p
i
p
c
p
f
ij
p
i
p
f gf
gg
f
g  
)(
 
 =           
)(
R 
 = 
3
1=i*
 
3
1=i
op
*
 σ
σ
σ
σ ∑∑
 (8.43) 
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opR  es la relación entre los umbrales de fluencia en compresión uniaxial y en 
tracción uniaxial, pfg  y 
p
cg  son las máximas densidades de energía disipadas por el 
proceso plástico  en tracción uniaxial y compresión uniaxial respectivamente. En el caso 
de un proceso termodinámico sin daño, estas energías pueden ser evaluadas como: 
   =  y                 
c
cp
c
c
fp
f l
G g    
l
G
 = g  (8.44)
Donde fG  y cG  son las energías de fractura y aplastamiento respectivamente y c
l  es 
un parámetro externo que depende del tamaño característico de la malla de elementos 
finitos y se introduce para obtener objetividad de la respuesta del sólido respecto del 
tamaño de la malla. 
Se propone la siguiente regla de evolución para el umbral de fluencia equivalente: 
 )( )-(1 + )( = ),( t
p p
c
pop
ij rr R κσκσκσΚ  (8.45)
Donde )( and )(t
p
c
p κσκσ  representan la evolución de los umbrales de fluencia en 
ensayos de tracción y compresión uniaxial respectivamente. 
Las condiciones de carga/descarga se derivan de las relaciones de Kuhn-Tucker 
formuladas para problemas con restricciones unilaterales: 
 0 =           0          0  pp FF λλ && ≤≥  (8.46)
8.4.4. Proceso de daño 
El umbral de daño se describe a través de una función de daño de la siguiente forma: 
 0);()( ≤−= dijdijdd KfF κσσ  (8.47)
donde )( ij
df σ  es la tensión equivalente definida en el espacio de tensiones 
),( dκσ ijdK  es el umbral de daño equivalente y κd  es la variable de endurecimiento de 
daño. 
La tensión equivalente )( ij
df σ  puede ser evaluada utilizando funciones conocidas 
de la teoría de la plasticidad (Tresca, Von-Mises, Mohr-Coulomb or Drucker-Prager) o 
cualquier otra función especialmente desarrollada para daño. 
La variable de endurecimiento en daño varía entre 0, para el material virgen, a 1, 
para el material completamente dañado. Se obtiene normalizando la energía disipada 
por daño a la unidad. 
 ( )  1 =  d Ψ
g
r + 
g
r o
*d
c
*d
f
d &&



 −κ  (8.48)
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d
c
3
1=i*
 
d
f
3
1=i
od
*
 g 
 
 =         g
R 
 = d
i
d
cd
i
d
f f
g
f
g
∑∑ σσ
 (8.49) 
Rod  es la relación entre los umbrales de daño en compresión uniaxial y tracción 
uniaxial, dfg  y 
d
cg  son las máximas densidades de energía disipadas por daño en 
tracción uniaxial y compresión uniaxial respectivamente.  
Se propone la siguiente ecuación para el umbral de daño equivalente: 
)( r)-(1 + )(r  = ),( d ddc
dd
tij
dK κσκσκσ  (8.50) 
donde )(κ)  y σ(κσ dcdt  representan la evolución de los umbrales de daño en ensayos 
de compresión y tracción uniaxial respectivamente. 
Las condiciones de carga/descarga se derivan de las relaciones de Khun-Tucker y 
resultan análogas a las correspondientes al proceso plástico: 
0≥d&    0≤dF    0=dFd&  (8.51) 
8.4.5. Plasticidad y daño acoplados 
La evolución de las deformaciones plásticas y del daño se obtiene de la solución 
simultánea de las siguientes ecuaciones denominadas condiciones de consistencia de 
problema: 
 


=
=
0 
0  
d
p
F
F
&
&
 (8.52) 
Las ecuaciones (8.52) son dos ecuaciones lineales en d
&& y   λ  que pueden ser 
fácilmente resueltas. 
La ley constitutiva secante se puede escribir como sigue: 
 )(  )1( 
 
 
e
ij
p
klkl
o
ijkl
e
klijkl
e
ij CdC εεεε∂
Ψ∂σ −−===  (8.53) 
La ley constitutiva tangente puede obtenerse derivando la ecuación (8.53) e 
incorporando los valores de d&& y   λ  obtenidos de la solución simultánea de las 
ecuaciones (8.52) y resulta:  
 kl
t
ijklij ε = Cσ &&  (8.54) 
Donde: 
 
rs
s
mnrs
mn
p
tu
tup
e
mnkl
mn
p
rs
s
ijrs
e
ijkl
t
ijkl GCFGhF
CFGC
CC
p ∂σ
∂
∂σ
∂
∂σ
∂
∂κ
∂
∂σ
∂
∂σ
∂
κ +−
−=
)(
 (8.55) 
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tu
tu
p
rs
mnrs
mn
p
tu
tu
d
d
d
rs
mnrs
mn
p
mn
mnp
p
tukl
tu
p
rs
mnrs
mn
d
rs
mnrs
mn
p
mn
mnpp
p
tu
d
ij
ijkl
e
ijkl
FGCFFhfFGCFGhF
CFGCFGCFGhFF
CC
dp σ∂σ
∂
∂σ
∂
∂σ
∂σ∂σ
∂
∂κ
∂
∂σ
∂
∂σ
∂
∂σ
∂
∂κ
∂
∂σ
∂
∂σ
∂
∂σ
∂
∂σ
∂
∂σ
∂
∂σ
∂
∂κ
∂
∂σ
∂σ
κκ 


−


 +−


 +−







−


 +−
−
=
)(
)(  
  (8.56)
8.4.6. Otra forma de escribir este modelo 
Este modelo puede ser escrito en forma de un modelo multidisipativo en el que 
existen simultáneamente varios mecanismos disipativos que pueden escribirse en forma 
idéntica a los modelos elastoplásticos clásicos. Para ello es necesario interpretar al daño 
como un mecanismo disipativo que produce un aumento de deformación por arriba de la 
correspondiente para el caso elastoplástico sin degradación de rigidez. Derivando la 
ecuación secante (8.53), se obtiene: 
 )(  )1( 
 
 
e
ij
p
klkl
o
ijkl
e
kl
s
ijkl
e
ij CdC εεεε∂
Ψ∂σ −−===&  (8.57)
Que también puede escribirse como: 
 
kl
t
ijkl
d
kl
p
klkl
o
ijklij
rs
p
klkl
o
ijklij
rs
-
klrs
o
ijkl
p
klkl
o
ijklij
CCd
d
dCd
CCdCd
εεεεσ
σεεσ
σεεσ
&&&&&
&
&&&
&&&&
=−−−=
−−−−=
−−−=
)()1(
)C
1
()1(
 )( )1(
1-
klrs
1
 (8.58)
Donde: 
rs
d
kl d
d σε 1-klrsC1−=
&
&  (8.59)
Representa el aumento de la tasa de deformación debido al daño. 
Las reglas de evolución de las deformaciones plásticas y del daño y las 
correspondientes variables internas pueden escribirse como: 
d
ij
dd
ij
p
ij
pp
ij
m
m
λε
λε
&&
&&
=
=
   
d
ijijk
dd
p
ijijk
pp
mh
mh
d
p
λκ
λκ
&&
&&
=
=
  donde        
klijkl
p
ij
ij
p
ij
Cm
Gm
σ
σ
1−=
∂
∂=
 (8.60)
Si además se llaman :  
ij
d
d
ij
ij
p
p
ij
FnFn σσ ∂
∂=∂
∂=        (8.61)
Y 
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        d
d
d
p
p
p FHFH κκ ∂
∂=−∂
∂=−  (8.62) 
Las condiciones de consistencia (8.52) pueden ser escrita en forma compacta: 
0
0
=−
=−
dd
ij
d
ij
pp
ij
p
ij
Hn
Hn
κσ
κσ
&&
&&
 (8.63) 
Reemplazando las ecuaciones (8.58) y (8.60) en la (8.62) se obtiene el siguiente 
sistema de ecuaciones: 
d
klklk
dd
klijkl
d
ij
d
p
klklk
pp
klijkl
p
ij
p
klijkl
d
ij
klijkl
p
ij
d
p
dp
klijkl
d
ij
d
klijkl
p
ij
p
mhHmCnH
mhHmCnH
Cn
Cn
HmCn
mCnH
d
p
+=
+=


=





ε
ε
λ
λ
&
&
&
&
 (8.64) 
De donde se pueden despejar los multiplicadores que resultan: 
( ) ( )( )
( )( )
( ) ( )( )
( )( )ppqrspqdrsdklijklpijdp
p
pqrspq
d
rsklijkl
p
ijklijkl
d
ij
p
d
p
pqrspq
d
rs
d
klijkl
p
ij
dp
pqrspq
d
rs
d
klijkl
p
ij
d
klijkl
p
ijp
mCnmCnHH
mCnCnCnH
mCnmCnHH
CnmCnHCn
−
−=
−
−=
εελ
εελ
&&&
&&&
 (8.65) 
Y el módulo tangente  de ecuación (8.58) resulta: 
( ) ( ) ( )( )[ ]
( )( )
( ) ( ) ( )( )[ ]
( )( )ppqrspqdrsdklijklpijdp
mnkl
p
mn
p
turstu
d
rsrskl
d
rs
pd
pqijpq
p
pqrspq
d
rs
d
klijkl
p
ij
dp
mnkl
d
mn
d
turstu
p
rsrskl
p
rs
dp
pqijpq
ijkl
t
ijkl
mCnmCnHH
CnmCnCnHmC
mCnmCnHH
CnmCnCnHmC
CC
−
−−
−
−−=
 
 
(8.66) 
8.4.7. Implementación numérica 
Para este modelo las ecuaciones plásticas y de daño deben ser integradas 
simultáneamente. Se presenta a continuación un algoritmo de tipo Euler-Backward. 
Entre dos configuraciones de equilibrio n y n-1 las variables del problema se actualizan 
como sigue: 
 
nij
n
n
p
ijn
p
ij
G



+= − ∂σ
∂λ∆εε 1)()(  (8.67) 
nnn ddd ∆+= −1   (8.68) 
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( ) ( ) ( )npknnpnp Hλ∆κκ += −1  (8.69)
( ) ( ) ( )ndknndnd Hd∆κκ += −1  (8.70)
[ ]npklnkloijklnnij Cd )()()1()( εεσ −−=  (8.71)
Reemplazando en las ecuaciones (8.18) y (8.27) correspondientes a las condiciones 
de fluencia y daño, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones no lineales: 
 
[ ]
[ ]


==
==
0)(;)( ),(
0)(;)(),(
n
d
nij
d
nn
d
nknij
p
nn
p
kFdH
FdH
σ∆λ∆
ασ∆λ∆
 (8.72)
Este sistema puede ser resuelto, por ejemplo, mediante el método de Newton 
Raphson, para encontrar la solución en forma iterativa: 
1
1
1
1
),(
),(
−
−
−
− 































−




=





k
nnd
nnp
k
ndnd
npnp
k
n
n
k
n
n
dR
dR
d
RR
d
RR
dd ∆λ∆
∆λ∆
∆∂
∂
λ∆∂
∂
∆∂
∂
λ∆∂
∂
∆
λ∆
∆
λ∆  (8.73)
Para obtener el tensor de rigidez tangente consistente se deriva la ecuación secante: 
( ) ( )
( ) npqn
pqkl
n
ijkln
n
kl
n
ijkl
n
ij
n
ijkl
n
kl
nnp
kl
n
kl
o
ijkl
nn
ij
dGC
GCddC
GCddd
)(                 
)(+                 
)()()()(
2
1
σ∂σ∂σ
∂λ∆
∂σ
∂λε
∂σ
∂λ∆εεσ



−
+


−
+











−−−= −
 (8.74)
La ecuación (8.46) puede ser escrita como: 
( ) ( ) n
kl
nn
ijkl
n
kl
ne
ijkl
n
ij
GdCdCd 


−= ∂σ
∂λεσ ** )()(  (8.75)
Donde: 
( ) ( ) ( )nepqkln
pqrs
n
ijrs
n
jqip
ne
ijkl C
GCC
1
2
*
−











+= ∂σ∂σ
∂λ∆δδ  (8.76)
( ) ( ) ( )npqkln
pqrs
n
ijrs
n
jqip
n
ijkl C
GCC
1
2
*
−











+= ∂σ∂σ
∂λ∆δδ  (8.77)
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El módulo tangente consistente resulta: 
( ) ( ) ( )
[ ] ( ) n
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n
pqrs
n
pq
pn
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n
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n
p
p
ne
rskl
n
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p
n
pq
n
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ijkl
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
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 (8.78) 
A continuación se esquematiza el algoritmo de integración de la ecuación 
constitutiva en cada punto de integración.  
1) Obtención del incremento de desplazamiento para el paso “n” a partir de la ecuación de 
equilibrio escrita de acuerdo al esquema de elementos finitos: niu∆  
2) Obtención del incremento de deformaciones y actualización de las deformaciones:  
( )
n
ij
n
ij
n
ij
n
ij
n
ji
n
ij uu
εεε
ε
∆+=
∆+∆=∆
−1
,,2
1
 
3) Inicialización de variables para el predictor elástico                    
( ) ( ) ( ) ( )[ ]11
1
1 ; 0 ; 0 ; 0 −−− −−====
np
ij
n
ij
o
ijkl
nn
kij
n
o
n
o Cddk εεσ∆λ∆  
4) Actualización de las deformaciones plásticas: 
n
kij
n
k
n
ij
n
k
p
ij
G
1
1)()(
−
− 


+= ∂σ
∂λ∆εε  
5) Actualización de la variable de daño: nknnk ddd ∆+= −1  
6) Actualización de las tensiones: ( ) ( ) ( )[ ]nkpklnkloijklnknkij Cd εεσ −−= )1(  
7) Actualización de las variables de endurecimiento: 
( ) ( ) ( ) n
kij
p
mn
ijk
n
k
npn
k
p
σ
);G(σ
 h p 


+= − ∂
κ∂λ∆κκ 1
( ) ( ) ( )  1 = 1 nkno
n
k
*d
c
*d
f
ndn
k
d dΨ
g
-r)( + 
g
rκκ ∆


+−  
8) Verificación de la condición de fluencia y de daño 
Si  ( ) ( )  0    and  0  ≤≤ nkdnkp RR   vaya a  (16) 
9) Si  ( )   0  ≥nkpR  k=k+1 vaya a (11) 
10) ( ) 0=nkp dR ∆∂∂  k=k+1 vaya a  (13) 
11) Si  ( )   0  ≥nkdR   vaya a (13) 
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12) ( ) 0=nkdR λ∆∂∂  
13) 
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )nkpnkdnkdnkp
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14)  
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dRRdRR
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15) Vaya a (4) 
16)  
( ) ( )n
k
p
ij
np
ij
n
k
dndn
k
pnpn
kij
n
ij
n
k
n ε ε)(κ) ;(κ)(κ) ; (κ)(σ) ; (σdd =====  ;  
17) Cálculo del tensor de rigidez tangente ( )ntijklC  
18) Fin 
8.4.8. Ejemplos de aplicación 
a) Compresión biaxial de una probeta de hormigón 
En este ejemplo se estudia el comportamiento del hormigón bajo compresión biaxial. 
El hormigón se modela como un material elastoplástico con daño. Las propiedades 
mecánicas utilizadas para el hormigón se resumen a continuación. 
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La malla de elementos finitos y las condiciones de carga se muestran en la Figura 
8.1. En la misma figura se presentan las curvas tensión- deformación en el plano y 
normal al plano. Se puede observar un buen ajuste de los resultados experimentales. 
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Figura 8.1. Hormigón bajo compresión biaxial 
b) Compresión uniaxial cíclica 
Este ejemplo se utiliza para probar la habilidad del modelo y el algoritmo propuesto 
para reproducir el comportamiento de un material elastoplástico degradable como el 
hormigón. La malla de elementos finitos y las condiciones de carga están indicadas en 
la Figura 8.2. Las propiedades mecánicas utilizadas para el hormigón se resumen a 
continuación. 
En la Figura 8.2. se muestran las curvas tensión-deformación obtenidas y su 
comparación con los resultados experimentales. Puede verse que el modelo reproduce 
ajustadamente el comportamiento de hormigón en compresión cíclica. Las ramas de 
descarga tienen aproximadamente la misma pendiente. Obviamente, el modelo no es 
capaz de reproducir los lazos de histéresis que aparecen en los resultados 
experimentales porque se supuso que la descarga era lineal elástica. 
 
.  
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Figura 8.2. Hormigón bajo compresión uniaxial cíclica 
8.5. Modelo de daño escalar viscoso 
unilateral y plasticidad (Faria et al 1998) 
 
Este modelo ha sido desarrollado principalmente para el análisis sísmico de presas de 
gravedad. Tiene en cuenta el comportamiento diferenciado en tracción y compresión, la 
recuperación de rigidez en la descarga, la dependencia de la velocidad de deformación y 
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la presencia de deformaciones permanentes cuando se superan ciertos umbrales de 
tensión. 
8.5.1. Modelo de daño y plasticidad independiente del tiempo 
Tensión Efectiva 
La tensión efectiva se define como: 
( )pklkloijklij C εεσ −=  (8.79) 
Para distinguir claramente las contribuciones de las tensiones de tracción de las de 
compresión que producen mecanismos de degradación independientes, se descompone 
el tensor de tensiones efectivas en sus componentes positiva y negativa, definidas como 
sigue: 
∑
=
+ = 3
1i
i
l
i
kikl nnσσ  (8.80) 
+− −= klklkl σσσ  (8.81) 
Donde iσ  es la i-ésima tensión principal y ikn  representa un vector en la dirección 
principal de tensión i. 
Energía libre 
La densidad de energía libre se escribe como:  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
   
2
1             
2
1
11,,
11
,,,
kl
o
ijklij
o
kl
o
ijklij
o
p
ijij
op
ijij
op
ijij
CC
dddd
σσΨσσΨ
εεΨεεΨεεΨ
−−−−++
−−++−+
==
−+−=
 (8.82) 
Donde las variables internas están representadas por la deformación plástica 
p
ijε  y 
dos variables de daño escalares: +d  y −d . Esta forma corresponde al tipo de 
acoplamiento definido como c) en el punto 8.2.1. Esta expresión tiene cierta similitud 
con los potenciales utilizados por Mazars y Pijaudier Cabot (1989) pero, a diferencia de 
aquellos, la energía libre está definida  aquí en términos del tensor de tensiones 
efectivas en lugar del tensor de tensiones. 
Debido a la naturaleza no negativa de +oΨ  y −oΨ  y a que las variables de daño están 
comprendidas entre 0 y 1, resulta: 
               0)1()1( ≥−+−= −−++ oo dd ΨΨΨ  (8.83) 
Las fuerzas termodinámicas asociadas a las variables de daño +d  y −d  son: 
0                      0 ≥=∂
∂−≥=∂
∂− −−++ oo dd Ψ
ΨΨΨ  (8.84) 
Y se puede probar que son no negativas 
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Criterio de daño 
De manera análoga a la deformación equivalente utilizada por Simo y Ju (1987a), se 
define en este caso una tensión equivalente en tracción y otra en compresión, como 
sigue: 
( )−−−+−++ +== octoctkloijklij KC τστσστ 3                      1  (8.85)
Donde −− octoct yτσ    son las tensiones octahédricas normal y tangencial obtenidas del 
tensor −ijσ  y K es un parámetro del material que permite ajustar la relación entre 
umbrales de daño en compresión biaxial simétrica y compresión uniaxial. 
Se introducen dos criterios de daño separados para tracción y compresión: 
( ) ( ) 0,                      0, ≤−=≤−= −−−−−+++++ rrgrrg ττττ  (8.86)
En la Figura 8.3 se muestra la forma de la superficie umbral de daño en el espacio de 
tensiones. 
 
Figura 8.3. Superficie umbral de daño en el espacio de tensiones 
16.1 ; 10 == dcdcbdtdc σσσσ  
 
Leyes de evolución delas variables internas 
  0        )( ≥=∂
∂= +++
++
++ ϑϑ &&&& r
r
rGd  (8.87)
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+G  y 
−G  son funciones monotónicas crecientes seleccionadas de acuerdo a 
observaciones experimentales y 
+ϑ&  y −ϑ&  los parámetros de consistencia de daño. 
Las condiciones de carga/descarga se escriben: 
               0        0        0 =≤≥ ++++ gg ϑϑ &&  (8.88) 
De manera que en un instante cualquiera t, el umbral de daño está dado por: 
[ ]( ){ }                    max,max        ,0 +∈++ = stsorr τ  (8.89) 
Trabajando con estas ecuaciones se puede encontrar la evolución de la variable de 
daño en tracción durante la carga: 
)(  0)(  )( +++++++
++
+ =⇒≥=∂
∂= rGdrGr
r
rGd &&&  
)(  0)(  )( −−−−−−−
−−
− =⇒≥=∂
∂= rGdrGr
r
rGd &&&  
(8.90) 
( )  −++++ +
++
−= or
rA
o e
r
rrG
1
1                 
2
1
1
2 −
=
+
+
o
f
r
g
A  
( ) ( )  −−−−−−− −
−−
−−−= or
rB
o eAA
r
rrG
1
11  
 
(8.91) 
Regla de evolución de las deformaciones plásticas 
Se utiliza la siguiente regla: 
( )    1 kloijkl
mnmn
mnmnop
ij CdHE σσσ
εσβε −−= &&&  (8.92) 
Donde 0≥β  es un parámetro introducido para controlar la velocidad de crecimiento 
de la deformación plástica. 
La idea básica de la ecuación (8.92) es que la evolución de  deformación plástica 
tiene la dirección de la deformación elástica kl
o
ijklC σ1−  y sólo se produce cuando crece el 
daño en compresión. Esto corresponde al tipo de acoplamiento disipativo definido como 
a) en el apartado 8.2.2. 
Expresión secante 
( ) ( )
( ) ( )    11
11
−−++
−
−
+
+
−+−=
∂
∂−+∂
∂−=∂
∂=∂
∂=
ijijij
e
ij
o
e
ij
o
e
ijij
ij
dd
dd
σσσ
ε
Ψ
ε
Ψ
ε
Ψ
ε
Ψσ
 (8.93) 
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Disipación 
( )   0           0 2 ≥=≥++=
∂
∂−+=
−−−++
−−++
mnmn
mnmnooo
p
ijp
ij
oo
dHEbbdd
dd
σσ
εσβΨΨΨΞ
εε
ΨΨΨΞ
&&&&
&&&
 (8.94)
8.5.2. Regularización viscosa 
Siguiendo un procedimiento análogo al de Perzyna para viscoplasticidad, la 
evolución del umbral de daño descripta por ecuación (8.162b) se reemplaza por: 
( ) 0, ≥= +++++ rr τφµ&  (8.95)
( )
+



 −= +
++
++++
a
o r
r
rr
ττφ ,  (8.96)
Donde 
+µ  denota el parámetro de fluidez y +a  es un exponente positivo, ambos 
parámetros del material  que deben ser determinados a partir de ensayos uniaxiales.  
Expresiones totalmente similares se utilizan para el caso de compresión con otros 
parámetros materiales −µ  y −a . 
Las expresiones (8.90) para la evolución de las variables de daño siguen siendo 
válidas en este caso.  
8.5.3. Tratamiento numérico 
La integración de la ecuación constitutiva se hace en forma desacoplada. En primer 
lugar se resuelve el modelo plástico para encontrar la tensión efectiva y luego se 
resuelve el modelo de daño. Para la resolución del modelo plástico se emplea un 
algoritmo de tipo Euler-Backward y se tiene en cuenta, además, que las deformaciones 
plásticas sólo ocurren en el caso en que haya evolución del daño 
−d . 
A continuación se esquematiza el algoritmo completo. 
 
1) Obtención del incremento de desplazamiento para el paso “n” a partir de la ecuación de equilibrio 
escrita de acuerdo al esquema de elementos finitos: niu∆  
2) Obtención del incremento de deformaciones y actualización de las deformaciones:  
( )
n
ij
n
ij
n
ij
n
ij
n
ji
n
ij uu
εεε
ε
∆+=
∆+∆=∆
−1
,,2
1
 
3) Predictor efectivo elástico 
( ) ( ) nkloijklnijnoij C ε∆σσλ +== −1    1  
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( ) ( )1−++ = nn dd   ( ) ( )1−++ = nn rr    , ( ) ( )1−−− = nn dd     ( ) ( )1−−− = nn rr    
4) Descomposición de la tensión efectiva: ( ) ( ) ( )∑
=
− −= 3
1i
n
o
i
l
i
k
n
oi
n
okl nnσσ  
5) Evaluación de la fuerza termodinámica conjugada de la variable de daño −d : 
( ) ( ) ( ) ( )    
2
1 y no
1n
o
n
o
n
o
-
kl
o
ijklij
o C σσΨ −−− ==  
6) Evaluación de la deformación equivalente: ( ) ( )[ ]nono y −−− = ττ  
7) Verificación del criterio de daño −d  
Si    ( ) ( )( ) 0, ≤−−− nno rg τ      No hay plasticidad→ (10) 
8) Condición de fluencia:
( )
( ) ( ) 0
: ≤
n
oij
n
oij
n
ij
n
oij
σσ
ε∆σ
   No hay plasticidad→ (10) 
9) Evolución plástica: ( ) ( )
( )
( ) ( )n
oij
n
oij
n
ij
n
oij
n
oij
n
oij
E σσ
ε∆σ
σσ
βλ :1−=  
10) Cálculo de la tensión efectiva: ( ) ( )n
oij
n
ij σλσ =  
11) Descomposición de la tensión efectiva:  
( ) ( ) ( )∑
=
+ = 3
1i
ni
l
i
k
n
i
n
kl nnσσ     ( ) ( ) ( )∑
=
− −= 3
1i
ni
l
i
k
n
i
n
kl nnσσ  
12) Evaluación de las deformaciones equivalentes: 
( )noctnoctnnkloijklnijn KC −−−+−++ +== τστσστ 3                      1  
13) Criterio de daño +d : ( ) 0, ≤−= +++++ nnnnn rrg ττ  No evoluciona +d → (16) 
14) )( nn Gd ++ = τ  
15) Actualización del umbral de daño: nnr −+ = τ  
16) Criterio de daño −d : ( ) 0, ≤−= −−−−− nnnnn rrg ττ  No evoluciona +d → (19) 
17) )( nn Gd −− = τ  
18) Actualización del umbral de daño: nnr −− = τ  
19) Actualización del tensor de tensiones 
( )( ) ( )( )nijnnijnnij dd −−++ −+−= σσσ 11  
20) Fin del proceso de integración de la ecuación constitutiva.  
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8.6. Un modelo de daño anisótropo y 
plasticidad acoplado (Voyiadjis 2000) 
 
Se trata de un modelo incremental de plasticidad y daño acoplados independiente y 
dependiente de la velocidad de deformación. 
8.6.1. Formulación teórica 
En este modelo se elige como variable interna un tensor de daño de segundo orden 
simétrico que caracteriza el fenómeno anisótropo de distribución de fisuras en el 
material y puede ser interpretado como una reducción de área efectiva causada por las 
microfisuras y cavidades debido al daño. Se expresa como sigue: 
kljlikij bb φφ ˆ=  (8.97)
Donde ijφ  es el tensor de daño de segundo orden simétrico con tres direcciones 
principales de daño, klφˆ  es el tensor de daño en un sistema de coordenadas coincidente 
con las direcciones principales de daño y tiene forma diagonal: 








=
3
2
1
ˆ00
0ˆ0
00ˆ
ˆ
φ
φ
φ
φkl  (8.98)
y el tensor de transformación de segundo orden ijb  se expresa como: 








=
3
3
3
2
3
1
2
3
2
2
2
1
1
3
1
2
1
1
nnn
nnn
nnn
bij  (8.99)
j
in  es el autovector j del tensor ijφ  
La energía libre se expresa como: 
),,,,( γκαφεΨΨ ,,pT ijeij=  (8.100)
donde p y a  son variables que caracterizan el endurecimiento isótropo y cinemático 
en plasticidad/viscoplasticidad y  κ  y γ  son variables que caracterizan el 
endurecimiento isótropo y cinemático en daño. 
p
ij
p
ijp εε &&& 3
2=        ijijφφκ &&& 3
2=  (8.101)
Como las variables internas son independientes unas de otras se puede desacoplar la 
energía libre en una parte correspondiente a cada variable interna. Se utiliza la siguiente 
forma cuadrática para la densidad de energía libre por unidad de volumen: 
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2
43
2
21 2
1
2
1,
2
1
2
1)(
2
1 κγγααεφεΨ kkpkkC ijijijijeklklijkleij ++++=  (8.102) 
Donde ρ  es la densidad y k1, k2, k3 y k4 son constantes del material. Esta forma 
corresponde al tipo de acoplamiento descrito como b) en el punto 8.2.1. 
Reemplazando en la desigualdad de Clausius Duhem, resultan las siguientes 
ecuaciones de estado y variables termodinámicas asociadas a las variables internas: 
e
klijkle
ij
ij C εε
Ψσ =∂
∂=  (8.103) 
T∂
∂−= Ψη  (8.104) 
ij
ijY φ
Ψ
∂
∂=  (8.105) 
pk
p
R 2=∂
∂= Ψ  (8.106) 
ij
ijX α
Ψ
∂
∂=  (8.107) 
κκ
Ψ
4kK =∂
∂=  (8.108) 
ij
ij γ
ΨΓ ∂
∂=  (8.109) 
La disipación mecánica se escribe como: 
0≥−−−−−=+= 444 3444 21 &&444 3444 21 &&&
dp
ijijijijijij
p
ijij
dp KYXpR
ΞΞ
γΓκφαεσΞΞΞ  
(8.110) 
El material exhibe dos mecanismos disipativos de plasticidad y daño que interactúan 
entre sí. Tanto la velocidad deformación plástica como la velocidad de daño dependen 
del estado tensional y de la variable termodinámica conjugada de la variable de daño: 
por lo tanto, la energía  disipada por daño y la energía disipada plásticamente son 
interdependientes a través de esas variables. 
Se pueden formular leyes complementarias en relación con estos procesos de 
disipación. Esto implica la existencia de un potencial de disipación expresado como una 
función escalar, convexa y continua de las variables de flujo: 
),,,,,( ijijij
p
ij p γκαφεΘΘ &&&&&&=  (8.111) 
Por medio de la transformada de Legendre-Fenchel se pueden obtener leyes 
complementarias en forma de leyes de evolución de las variables de flujo en términos de 
las variables duales y expresar el potencial el potencial de disipación como: 
),,,,,(** ijijijij XKRY ΓσΘΘ =  (8.112) 
que puede descomponerse en dos partes: una plástica y otra de daño: 
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),(),,(* ijijijij KYGXRF ΓσΘ +=  (8.113)
Sin embargo, debe observarse que existe un acoplamiento implícito entre estos dos 
potenciales de disipación a través de la fuerza conjugada al daño que es función de el 
tensor de tensiones y del tensor de daño. Teniendo esto en cuenta, las leyes de evolución 
de la deformación plástica y del daño pueden obtenerse utilizando el cálculo de 
funciones de varias variables con multiplicadores de Lagrange pλ&  y dλ& . Esta función 
puede ser escrita como: 
GF dpdp λλΞΞΩ && −−+=  (8.114)
Para hallar los extremos de esta función se igualan sus derivadas a cero y de allí 
surgen las ecuaciones de evolución acopladas siguientes para el caso 0≥F  y 0≥G : 
ij
d
ij
p
ij
ij
d
ij
pp
ij
Y
G
Y
F
GF
∂
∂+∂
∂=
∂
∂+∂
∂=
λλφ
σλσλε
&&&
&&&
 (8.115)
De donde se deduce que existe acoplamiento entre la velocidad de deformación 
plástica y la velocidad de daño cuando 0≥F  y 0≥G . F y G representan la el potencial 
plástico y el potencial de daño respectivamente. En el caso de que alguno de los dos sea 
negativo, se desacoplan los flujos anteriores. Este tipo de acoplamiento corresponde al 
descrito como b) en el punto 8.2.2. 
Las leyes de evolución del resto de las variables internas resultan: 
R
Fp p ∂
∂−= λ&&  (8.116)
ij
p
ij X
F
∂
∂−= λα &&  (8.117)
K
Gd
∂
∂−= λκ &&  (8.118)
ij
d
ij
G
Γλγ ∂
∂−= &&  (8.119)
8.6.2. Potencial plástico y criterio de fluencia 
Se utiliza un modelo de endurecimiento cinemático no lineal. El potencial plástico se 
toma igual a la función de fluencia F=f. La función de fluencia se expresa como: 
( )( ) 0)(
2
3 2
1
≤−−

 −−= yijijijij pRXXf σσσ  (8.120)
yσ  es el umbral de fluencia inicial.  
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pXCX ij
pp
ij
p
ij &&& Γε −= 3
2  (8.121) 
pC  y pΓ  son los parámetros de endurecimiento cinemático del material. 
La condición de consistencia plástica  
R
R
fX
X
ffff ij
ij
ij
ij
ij
ij
&&&&& ∂
∂+∂
∂+∂
∂+∂
∂= φφσσ =0 (8.122) 
Conduce a una ecuación del tipo: 
11211 baa
dp −=+ λλ &&  (8.123) 
8.6.3. Criterio de daño y potencial de daño 
Se utiliza un criterio de daño anisótropo con endurecimiento isótropo y cinemático y 
un potencial de daño distinto del criterio de daño. 
El criterio de daño se escribe como: 
( ) ( ) 01 =−−−= klklijklijij YPYg ΓΓ  (8.124) 
ijklP  es un tensor de cuarto orden que describe la naturaleza anisótropa de la 
iniciación y el crecimiento del daño y puede escribirse en términos del tensor de 
endurecimiento ijh  como: 
11 −−= klijijkl hhP  (8.125) 
Donde: 
2λνδφδλ
κλη
ξ
ijkjikijh +

=  (8.126) 
El primer término está asociado con el crecimiento anisótropo del daño. La 
anisotropía está introducida por la naturaleza anisótropa del tensor de daño mientras que 
el endurecimiento está dado por el multiplicador 
ξ
λ
κλη 

 . λ  y ν  son la constante de 
Lamé y el coeficiente de Poisson del material dañado. 
Se utiliza un potencial de daño no asociado definido como: 
ijijk
k
gG ΓΓ
3
5
2
+=  (8.127) 
5k  es una constante del material 
La condición de consistencia de daño se expresa como: 
0=∂
∂+∂
∂+∂
∂+∂
∂= ij
ij
ij
ij
ij
ij
ffggg ΓΓκκφφσσ
&&&&&  (8.128) 
que puede ser escrita en la forma: 
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22221 baa
dp −=+ λλ &&  (8.129)
A partir de la solución simultánea de las condiciones de consistencia plástica y de 
daño que constituyen dos ecuaciones lineales en los multiplicadores plástico y de daño, 
se pueden encontrar los mismos como: 




−
−



−
−
−=



2
1
1121
1222
21122211
1
b
b
aa
aa
aaaad
p
λ
λ
&
&
 (8.130)
Sustituyendo los valores de 
dp λ&& y  λ  en las ecuaciones (8.115), se obtienen: 
kl
p
ijkl
p
ij σχε && =  (8.131)
kl
d
ijklij σχφ && =  (8.132)
ijklijkl
p
ijkl LK +=χ     (8.133)




∂
∂−∂
∂
∂
∂
−= klklijijkl
gafaf
aaaa
K σσσ 221221122211
1
 (8.134)




∂
∂−∂
∂
∂
∂
−= klklijijkl
gafag
aaaa
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ijklijkl
d
ijkl QP +=χ  (8.136)
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
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
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∂
∂−∂
∂
∂
∂
−= klklijijkl
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Y
g
aaaa
Q σσ 112121122211
1
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8.6.4. Daño dependiente de la velocidad de deformación acoplado con 
viscoplasticidad 
Con el objeto de tener en cuenta la dependencia de la velocidad de deformación y 
regularizar los problemas de localización, se implementa un mecanismo de daño 
anisótropo viscoso. Tal modelo tiene en cuenta el retardo en el crecimiento de 
microfisuras para velocidades de deformación más altas. El modelo está basado en el 
concepto de sobretensión de la viscoplasticidad. Sin embargo, se considera que el daño 
depende de la velocidad de deformación sólo después que aparecen las deformaciones 
inelásticas. En la región elástica se supone que el daño es independiente de la velocidad 
de deformación. Esto es debido a que la teoría propuesta no tiene en cuenta un 
comportamiento viscoelástico en la región elástica.  
Las ecuaciones para la tasa de deformación plástica y de daño se reemplazan en este 
caso por: 
Modelos de daño y plasticidad 
 
8.30 
vd
ij
n
d
d
klklvp
ij
n
vp
vp
yklklvp
ij nD
YY
n
D
X
21 **

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
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
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
 −−= Γσσφ&  (8.140) 
)()(* ijy
vp
y pR εσσ &+=  (8.141) 
)()(* ijd
d YKY εκ &+=  (8.142) 
vpD  y dD  representan los efectos del endurecimiento isótropo y son considerados 
parámetros constantes. 
Los tensores unitarios vpijn  y 
d
ijn  se utilizan para indicar la dirección del flujo de 
deformaciones plásticas y de daño y se expresan como: 
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



∂
∂=  
kl
vp
ij
vp
dvp
ij Y
F
Y
Fn ∂
∂




∂
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(8.143) 
Donde vpF  y 
dG  son los potenciales dinámicos viscoplástico y de daño 
respectivamente dados por: 
[ ] 11)()(
2/1
*
−

 ++= ijy
vp
pR
fF εσ &   y  [ ] 11)()(
2/1
*
−

 ++= ijd
d
K
gG εσκ &  (8.144) 
*f  y *g  representan las superficie de viscoplasticidad y de daño de equilibrio y 
dependen de la velocidad de deformación: 
( )( ) [ ] 0)()(
2
3 2
1
*** ≤+−

 −−= ijyijijijij pRXXf εσσσ &  (8.145) 
( ) ( ) 01*** =−−−= klklijklijij YPYg ΓΓ  (8.146) 


 

 += cdababcdijy eeBCA &&& 2
11lntanh)(εσ  (8.147) 
A, B y C son parámetros del material. *ijσ  y *ijY  son respectivamente las tensiones y 
las fuerzas conjugadas sobre las superficies de equilibrio. Se postula que *ijσ  cae sobre 
la línea que une el estado de tensiones actual y el centro de la superficie de equilibrio, 
ver Figura 8.3. Lo mismo se aplica para las fuerzas conjugadas. 
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Figura 8.3 Superficie de equilibrio y potencial viscoplástico. 
 
( )ijijvpijij XcX −+= σσ *  (8.148)
( )ijijdijij YcY ΓΓ −+=*  (8.149)
( )( )ijijijij
klyvp
XX
pR
c
−−
−=
σσ
εσ
2
3
)()( &
 (8.150)
( ) ( )klklijklijijd YPYc ΓΓ −−=
1  (8.151)
En este caso de dependencia de la velocidad de deformación , las variables internas 
del modelo deben ser redefinidas de manera de caracterizar los efectos de recuperación 
temporal. Por esta razón, las variables internas se agrupan ahora en variables de 
endurecimiento, variables de recuperación dinámica y variables de recuperación 
estática. Los términos de endurecimiento representan el aumento de resistencia, 
mientras que los términos de recuperación representan los mecanismos de 
ablandamiento. Los términos de endurecimiento y recuperación dinámica evolucionan 
con la deformación debido a la plasticidad o al daño o a ambos. La recuperación estática 
evoluciona con el tiempo. La evolución de las variables para el caso de dependencia de 
la velocidad viene dada por: 
vp
kjik
vpvp
ij
vp
klvp
rsvp
ij
vp
ij bXdL
X
HX ϑεε −


 −= &&&
2
3
2
3  (8.152)
( )p
Q
RQR vpvpklvp
vp γϑε −


 −= && 1  (8.153)
kl
ijvp
ij X
X
b =  (8.154)
1σ
2σ
ijσ
*
ijσ
ijX
Potencial dinámico 
Superficie de 
equilibrio 
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( )
rs
vp
ljkl
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ikvpvp
ij
vpvp
ij X
nXn
bd ρρ +−= 1  (8.155) 
d
kjik
dd
ijrsd
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ij
d
ij bdL
H ΓϑφΓφΓ −
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
 −= &&&
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3
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3  (8.156) 
( )κγϑφ dijdd Q
KQK −


 −= && 1  (8.157) 
kl
ijd
ijb Γ
Γ=  (8.158) 
( )
rs
d
ljkl
d
ikdd
ij
dd
ij
nn
bd Γ
Γρρ +−= 1  (8.159) 
dvp ρρ y   definen la condición de no proporcionalidad, dddvpvpvp QLHQLH ,,,,,  son 
parámetros del material. 
vp
vp
yklkl
vp
ijvp D
X *σσ
εϑ −−=
&
 (8.160) 
d
d
klkl
ijd D
YY *−−= Γ
φϑ
&
 (8.161) 
8.6.5 Interpretación física  del daño 
El daño se caracteriza por la disminución del área neta debido a la distribución 
tridimensional de microfisuras y microvacíos. Se considera un elemento tetraédrico 
arbitrario PQR  con una orientación arbitraria para el material deformado en la 
configuración dañada actual C, ver Figura 8.4. Las longitudes OP, OQ, OR y el área 
PQR están representadas por las longitudes diferenciales 321 ,, dxdxdx  y el vector dS en 
el en el que los ejes ix  coinciden con las direcciones principales de daño.  
Se supone que existe una configuración efectiva no dañada con una reducción del 
área debida al daño. El gradiente de deformación de la configuración C a la 
configuración C  viene representado por dijF  . Las direcciones de los vectores idS  y 
iSd  no son necesariamente coincidentes debido a que la reducción debida al daño no 
está únicamente confinada al plano PQR. 
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a) Configuración dañada  real   b) Configuración efectiva no dañada 
Figura 8.4. Representación esquemática del gradiente de deformación para microfisuras 
El gradiente dijF  se utiliza para relacionar las longitudes en las dos configuraciones : 
j
d
iji dxFxd =  (8.162)
Las componentes de los vectores de área en ambas configuraciones están dadas por: 
321 2
1 dxdxdS −=    312 2
1 dxdxdS −=   123 2
1 dxdxdS −=  (8.163)
321 2
1 xdxdSd −=    312 2
1 xdxdSd −=   123 2
1 xdxdSd −=  (8.164)
La reducción en el área entre una configuración y otra puede ser expresada a través 
de los valores propios del tensor de daño de segundo orden ijφ : 
( ) 111 ˆ1 dSSd φ−=      ( ) 222 ˆ1 dSSd φ−=      ( ) 333 ˆ1 dSSd φ−=  (8.165)
De donde se pueden obtener los valores propios del tensor dijF  en función de los 
valores propios del tensor de daño de segundo orden ijφ : 
( )( )( )1 3211 ˆ1
ˆ1ˆ1ˆ
φ
φφ
−
−−=dF     ( )( )( )2 3122 ˆ1
ˆ1ˆ1ˆ
φ
φφ
−
−−=dF     ( )( )( )3 1233 ˆ1
ˆ1ˆ1ˆ
φ
φφ
−
−−=dF  (8.166)
El Jacobiano del gradiente de daño se expresa como: 
( )( )( )321 ˆ1ˆ1ˆ1 φφφ −−−=dJ  (8.167)
Como la configuración efectiva se obtiene removiendo el daño, entonces el 
diferencial de volumen es : 
( )( )( )dVdVdVVd d 321 ˆ1ˆ1ˆ1 φφφ −−−=−=  (8.168)
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8.6.6. Expresión incremental para el tensor de daño 
En un estado general de daño la tensión efectiva está relacionada con la tensión 
nominal a través de un tensor de transformación de cuarto orden: 
klijklij M σσ =  (8.169) 
Sin embargo, dependiendo del tensor ijklM  esta expresión puede conducir a un tensor 
de tensiones no simétrico. Cordebois y Sidoroff proponen un método de simetrización 
en el que la tensión efectiva se expresa como: 
( ) ( ) 2121 −− −−= jljlklikikij φδσφδσ  (8.170) 
Donde el tensor de daño de cuarto orden resulta una horma simétrica del tensor de 
daño de segundo orden: 
( ) ( ) 2121 −− −−= jljlikikijklM φδφδ  (8.171) 
Como es difícil obtener una representación explícita de ( ) 21−− ikik φδ , el tensor de 
transformación ijklM  puede obtenerse mediante una transformación de coordenadas a 
partir del referido a las direcciones principales de daño: 
mnpqqlpqnjmiijkl MbbbbM ˆ=  (8.172) 
Donde ijb  es el tensor de transformación de segundo orden y el tensor de daño de 
cuarto orden ijklMˆ  referido a las direcciones principales de daño puede escribirse como: 
klijijkl aaM ˆˆˆ =  (8.173) 
( ) 21ˆˆ −−= ijijija φδ  (8.174) 
Debido a la naturaleza incremental de la plasticidad y del daño es necesario obtener 
ecuaciones incrementales. Derivando la relación entre tensión efectiva y nominal se 
obtiene: 
klijklklijklij MM σσσ &&& +=  (8.175) 
rs
rs
ijkl
ijkl
M
M φφ
&&
∂
∂=  (8.176) 
klijklklpq
d
rspq
rs
ijkl
ijklij m
M
M σσσχφσ &&
& =



∂
∂+=  (8.177) 
De la hipótesis de equivalencia de energía elástica: 
e
ijij
e
ijij εσεσ &&&& 2
1
2
1 =  (8.178) 
Se obtiene: 
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e
klijkl
e
ij m εε && 1−=  (8.179)
Sin embargo la hipótesis de equivalencia de energía de deformación no es suficiente 
para obtener el incremento de deformación total. Para ello es necesario postular la 
equivalencia de disipación plástica, lo que conduce a: 
klijkl
p
klijkl
p
ij HM εεε &&& == −1  (8.180)
La descomposición aditiva del tensor de deformaciones en ambas configuraciones se 
obtiene como: 
p
ij
e
ijij εεε &&& +=  (8.181)
p
ij
e
ijij εεε &&& +=  (8.182)
La relación entre el incremento total de deformación efectiva y el incremento total  
de deformación resulta: 
( ) klijklklrsklrsklijrsijklij mmMHm εεε &&& *1 = −+=
−
 (8.183)
( ) 1* − −+= rsklrsklijrsijklijkl mMHmm  (8.184)
Este tensor *ijklm  de daño incremental de deformaciones en general es distinto al que 
relaciona los incrementos de tensión ijklm , salvo cuando no hay deformaciones plásticas, 
caso en que ambos tensores coinciden. 
8.6.7. Ecuación constitutiva tangente 
La rigidez elastoplástica para el material dañado puede ser obtenida a partir de la ley 
de Hooke en el espacio efectivo: 
e
klijklij C εσ && =  (8.185)
Transformando los incrementos de tensión y de deformación elástica en los 
correspondientes al espacio dañado resulta: 
e
klpqklrspqijrsij mCm εσ && 11 −−=  (8.186)
( ) ( ) kltijklkldrsklppqrsdijpqijrsrspklrskldijklij CCCIC εεχσχεσ &&&&& =+=−= −1  (8.187)
Donde 
d
ijklC  representa la rigidez elástica dañada 
11 −−= pqklrspqijrsdijkl mCmC  (8.188)
y 
t
ijklC  es el tensor elastoplástico dañado tangente: 
( ) drsklppqrsdijpqijrstijkl CCIC 1−+= χ  (8.189)
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8.6.8. Implementación numérica 
Se adopta un algoritmo desacoplado en tres pasos para descomponer aditivamente las 
ecuaciones constitutivas en comportamientos elástico, inelástico y dañado como se 
ilustra a continuación 
 
Elasticidad Plasticidad Daño 
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∂
∂−= λα &&  0=ijα&  
0=p&  pp λ&& =  0=p&  
  
Se utiliza el espacio efectivo o ficticio no dañado para el análisis elastoplástico y 
viscoplástico. En este espacio se supone que las variables de daño han sido removidas 
ficticiamente, de manera que las soluciones elastoplástica y viscoplásticas pueden ser 
encontradas en ausencia de daño. La descripción del daño presentada da lugar a una 
relación no lineal que requiere un procedimiento iterativo para corregir el estado de 
daño. Para ello se utiliza un algoritmo de tipo implícito. 
Algoritmo de corrección plástica 
Se usa un algoritmo de tipo retorno mapeado. 
Si se linealiza la condición de fluencia alrededor de las variables de estado actuales, 
se puede escribir: 
MECÁNICA DE DAÑO CONTINUO 
 
8.37
( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]n
kij
n
kij
n
kij
n
kij
n
kij
n
kij
n
k
n
k XXX
ffff −



∂
∂+−



∂
∂+≅ +++ 111 σσσ  (8.190)
Haciendo 01 =+nkf  y sustituyendo: 
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Resulta: 
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(8.193)
Con este valor del multiplicador plástico se puede actualizar las variables del 
problema plástico y volver a controlar la condición de fluencia. El procedimiento se 
repite en forma iterativa hasta que se satisface cierto criterio de convergencia. Se 
obtiene así la tensión correspondiente a las variables de daño constantes. La etapa final 
de este proceso es tomada condición inicial de las ecuaciones de daño, mientras que las 
variables plásticas se consideran constantes durante el análisis de daño. 
Algoritmo de corrección del daño. 
Si se linealiza la función de daño se obtiene: 
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Teniendo en cuenta que: 
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Se puede obtener: 
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 (8.200) 
Se puede actualizar las variables de daño utilizando este último valor del 
multiplicador de daño. El proceso iterativo continua hasta que se satisface la condición 
de consistencia de daño dentro de una cierta tolerancia. Se obtienen así las variables 
correspondientes al instante de tiempo t. 
Algoritmo completo 
El esquema de cálculo para el modelo independiente del tiempo se presenta a 
continuación. 
 
1. Obtención del incremento de desplazamiento para el paso “n” a partir de la ecuación de 
equilibrio escrita de acuerdo al esquema de elementos finitos: niu∆  
2. Obtención del incremento de deformaciones y actualización de las deformaciones:  
( )
n
ij
n
ij
n
ij
n
ij
n
ji
n
ij uu
εεε
ε
∆+=
∆+∆=∆
−1
,,2
1
 
3. Predictor elástico: 0=k   
( ) 0=nopλ∆ ; ( ) ( ) ( )  −= −1npijnijoijklnoij C εεσ  ; ( ) ( ) 1−= nijnoij XX   ; 1−= nno pp  
4. Control de la condición de fluencia plástica:  
Si ( ) 0,, <pXf ijijnk σ  no hay plasticidad vaya a (10) 
5. Proceso plástico: Cálculo del multiplicador plástico: 
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6. k=k+1  
7. Actualización de la tensión efectiva: ( ) ( ) n
kij
o
ijrs
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n
kij
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8. Actualización de las variables plásticas: ( ) ( ) n
k
ij
pp
ij
ppn
kij
n
kij
pXCXX
1
1 3
2
−−


 −+= && γελ∆  
pn
k
n
k pp λ∆+= −1  
9. Vuelva a (4) 
10. Final del proceso de corrección plástica: 
( ) ( ) ( ) ( )       n
k
p
ij
np
ij
n
kij
n
ij εεσσ ==  ; ( ) ( )nkijnij XX =   ; nkn pp =  
11. Predictor elastoplástico: k=0 
( ) 0=nodλ∆   ; ( ) ( ) 1−= nijnoij φφ ; ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]nopklnklnorsijklnoij C εεφσ −=    ; 
( ) ( ) 1−= nno κκ , ( ) ( ) 1−= nijnoij ΓΓ  
12. Control de la condición de daño.  
Si   ( ) 0,,, <Γκφσ ijijnkg    no hay daño.vaya a (19) 
13. Proceso de daño: Cálculo del multiplicador de daño: d
n
kd
H
g−=λ∆  
14. k=k+1  
15. Actualización del tensor de daño: ( ) ( ) n
kij
dn
kij
n
kij Y
g
1
1
−
− 



∂
∂+= λ∆φφ  
16. Actualización del tensor de tensiones: ( ) ( ) nrs
n
k
pqpq
ijrsdn
kij
n
kij Y
gM σφλ∆σσ
1
1
1
−
−
− 



∂
∂
∂
∂+=  
17. Actualización de resto de  de las variables internas:  
( ) ( )
n
krsrs
dn
k
n
k Y
g
Y
g
1
1 3
2
−
− 



∂
∂
∂
∂+= λ∆κκ  
( ) ( ) n
krsrs
ij
d
ij
ddn
kij
n
kij Y
g
Y
g
Y
gC
1
1 3
2
−
− 



∂
∂
∂
∂+∂
∂+= Γγλ∆ΓΓ  
18. Vuelva a (12) 
19. Fin del proceso de corrección de daño 
( ) ( )n
kij
n
ij σσ =  ; ( ) ( )nkijnij φφ =   ;  ( ) ( )nkn κκ =   ;  ( ) ( )nkijnij ΓΓ =  
Modelos de daño y plasticidad 
 
8.40 
20.  Calculo del tensor de rigidez tangente 
21. Fin integración ecuación constitutiva. 
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